Beispiele fiir Raumintegrale

1. Berechnen Sie das Volumen des folgenden Bereichs:

£+Q+E§1, z,Y,2 >0
a b ¢

Aufloésen nach z:

nggc(l—f—g)
a b

Zunichst die Grenze der Variable z: Damit z positiv bleibt, darf z nie-
mals grofler als a werden. = 0<z <a

Wie sieht es nun fiir y aus, wenn wir x bereits gew#hlt haben? z wie-
derum positiv =0 <y < b(1 - 2)

Somit wiren die Grenzen des Bereichs festgelegt, als Integral ergibt

sich:
a b(1-2

)

_ Ty _ _ abe

V—c/ / (1 : b)dydx—...—6
z=0 y=0

Beachten Sie, daf} bei der Festlegung der Grenzen das y noch vom z
abhéngig war, das y-Integral also innerhalb des z-Integrals stehen muf!

2. Berechnen Sie das durch 22 + z%y? + 22y* = 42232 eingeschlossene Vo-
lumen.

Formal ergibt sich: z = £|z||y|1/4 — 22 — y? Betrige sind listig. Wir
erkennen aber Symmetrie in allen Variablen und kénnen uns somit auf
den positiven Oktanten (d.h. x,y,z positiv) beschrinken und dann das
Resultat mit 8 multiplizieren (Verdopplung in jeder Koordinatenrich-
tung).

Grenzen: Der Ausdruck unter der Wurzel darf nicht negativ werden!
Zunichst z : (vgl. oben) = z < 2

Entsprechend y := y < v4 — 2?2

2 V4—z?
256
V=38 / xy\/4—x2—y2dydx:...:ﬁ
z=0 y=0

Dasselbe als Variante in Polarkoordinaten: Die Forderung der Existenz
der Wurzel liefert:

22 4+ y? < 4, d.i. der Kreis mit Radius 2. Wenn wir uns wiederum auf
den positiven Oktanten beschrinken, laufen die Variablen wie folgt:
0<r<2, 0<p< 3. Mit dydr =rdrdyp ergibt sich also:

7 2
V=8/ /r3cosg0 sinp V4 — 1?2 drdy

©=07r=0



