
Mathematik 2 B WB SS 2006

Musterlösung zum 2. Aufgabenblatt

zu 1.) (a)
p = −3 < 0

q = 8 > 0

}

⇒ instabil

p2 − 4q = −23 < 0 ⇒ Strudelpunkt

(b)
p = −120 < 0
q = 3600 > 0

}

⇒ instabil

p2 − 4q = 0 ⇒ uneigentlicher Knoten

(c)
p = −

√
3 +

√
5

.
= 0.504 > 0

q = −
√

15 + 2
.
= −1.873 < 0

}

⇒ instabil, Sattelpunkt

zu 2.) Ruhelagen:
x(x + y − 1) = 0 ⇒ x = 0 oder y = 1 − x

y(y − x + 3) = 0 ⇒ y = 0 oder y = x − 3

⇒ P1 = (0, 0) P2 = (0,−3) P3 = (1, 0) P4 = (2,−1)

zu P1:

ẋ = x2 + xy − x

ẏ = y2 − xy + 3y
lin.
;

ẋ = −x

ẏ = 3y
p = −2
q = −3

}

Sattelpunkt, instabil

zu P2: Substitution x := x̄, y := ȳ − 3

˙̄x = x̄2 + x̄ȳ − 4x̄
˙̄y = ȳ2 − 3ȳ − x̄ȳ + 3x̄

lin.
;

˙̄x = −4x̄
˙̄y = 3x̄ − 3ȳ

p = 7
q = 12
p2 − 4q = 1






stabiler Kn.

zu P3: Substitution x := x̄ + 1, y := ȳ

˙̄x = x̄2 + x̄ + x̄ȳ + ȳ
˙̄y = ȳ2 − x̄ȳ + 2ȳ

lin.
;

˙̄x = x̄ + ȳ
˙̄y = 2ȳ

p = −3
q = 2
p2 − 4q = 1






instab. Knoten

zu P4: Substitution x := x̄ + 2, y := ȳ − 1

˙̄x = x̄2 + 2x̄ + x̄ȳ + 2ȳ
˙̄y = ȳ2 − ȳ − x̄ȳ + x̄

lin.
;

˙̄x = 2x̄ + 2ȳ
˙̄y = x̄ − ȳ

p = −1
q = −4

}

Sattel, inst.



zu 3.) Gleichgewichtslagen:

f(x) =
x2 − 1

x2 + 1

!
= 0 ⇒ x = ±1

U ′′(x) = −f ′(x) =
−4x

(x2 + 1)2
=

{ −1 < 0 für x = 1 ⇒ Max. ⇒ Sattel

1 > 0 für x = −1 ⇒ Min. ⇒ Zentrum

⇒ Zentrum in P1 = (−1, 0), Sattelpunkt in P2 = (1, 0).
Phasenkurven: ∫

x2 − 1

x2 + 1
dx = . . . = x − 2 arctanx + E

ẋ = ±
√

2(x − 2 arctanx + E)

Speziell für Seperatrix (Phasenkurve durch den Sattelpunkt P2):

0 =
√

2(1 − 2 arctan(1) + E) ⇒ E = −1 +
π

2
.
= 0.57

ẋ =
√

2(x − 2 arctan(x) + 0.57)

.
x

1−1

U(x)

x

x 

−1 1

x

y
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zu 4.) Zeige Orthogonalität:

〈f0, f1〉 =

1∫

−1

1 · x dx =

[
x2

2

]1

−1

= 0 〈f0, f2〉 =

1∫

−1

1 · (3x2 − 1) dx =

[

x3 − x

]1

−1

= 0

〈f1, f2〉 =

1∫

−1

x · (3x2 − 1) dx =

[
3x4

4
− x2

2

]1

−1

= 0

Orthonormierung:

〈f0, f0〉 =

1∫

−1

1 · 1dx =

[

x

]1

−1

= 2 ⇒
1∫

−1

f0√
2
· f0√

2
dx = 1



〈f1, f1〉 =

1∫

−1

x · x dx =

[
x3

3

]1

−1

=
2

3
⇒

1∫

−1

√

3

2
f1 ·

√

3

2
f1 dx = 1

〈f2, f2〉 =

1∫

−1

(3x2 − 1)2 dx =

[
9x5

5
− 2x3 + x

]1

−1

=
8

5
⇒

1∫

−1

√

5

8
f2 ·

√

5

8
f2 dx = 1

Orthonormalsystem: {√

1

2
,

√

3

2
x ,

√

5

8
(3x2 − 1)

}

zu 5.) Schiefsymmetrische Funktion (Skizze s. oben) ⇒ ak ≡ 0.

bk =

1∫

−1

f(x) sin kπx dx = 2

1∫

0

x2
︸︷︷︸

u

sin kπx dx
︸ ︷︷ ︸

dv

= 2

[

−x2 cos kπx

kπ

]1

0
︸ ︷︷ ︸

−(−1)k/kπ

+2

1∫

0

2x
︸︷︷︸

ũ

cos kπx

kπ
dx

︸ ︷︷ ︸

dṽ

=
−2(−1)k

kπ
+ 2

[

2x
sin kπx

k2π2

]1

0
︸ ︷︷ ︸

0

−2

1∫

0

2
sin kπx

k2π2
dx

=
−2(−1)k

kπ
+ 2

[

2
cos kπx

k3π3

]1

0

=
−2(−1)k

kπ
+ 2

[
2(−1)k

k3π3
− 2

k3π3

]

=

{
−2
kπ

k gerade
2

kπ
− 8

k3π3 sonst

F4(x) =

(
2

π
− 8

π3

)

sin πx − 1

π
sin 2πx +

(
2

3π
− 8

27π3

)

sin 3πx − 1

2π
sin 4πx

zu 6.) Mittels Summensatz sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β:

sin 3x = sin(2x + x) = sin(2x) cos x + cos(2x) sin x

= 2 sin x cos2 x + (cos2 x − sin2 x) sin x = 3 sin x cos2 x − sin3 x

= 3 sin x(1 − sin2 x) − sin3 x = 3 sin x − 4 sin3 x

⇒ 3 sin x − sin 3x = 4 sin3 x ⇒ sin3 x =
3

4
sin x − 1

4
sin 3x�

Das ist die Fourierreihe von sin3 x: a1 = 0.75, a3 = −0.25 und ak ≡ 0 sonst.


