Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren zur Matrix

3 -2 3
A= -1 4 -3
-1 2 -1

1. Das charakteristische Polynom liefert —\3 4+ 6A? — 12\ + 8 = 0, d.h.
(2 — X\)® = 0. Der einzige Eigenwert A = 2 tritt mit algebraischer Viel-
fachheit 3 auf.

2. Berechnung eines Eigenvektors & zu A durch Losung des Gleichungssy-
stems (A — A)Z =0

1 -2 3 1 -2 3 ) 0
-1 2 -3 |-Z2=0 ~ 0 00 |-z |=1[0
-1 2 -3 0 00 T3 0

2o und z3 sind frei wahlbar, und man kann sie durch die Parameter
s und t ersetzen, was die allgemeine Losung des Gleichungssystems
liefert:

2s — 3t 2 -3
T = s =s| 1 |+t 0
t 0 1

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts ist also 2. Durch geeignete
Wahl von s und ¢ kann man sofort zwei linear unabhéngige Eigenvek-
toren ermitteln (z.B. indem man fiir den ersten Eigenvektor s = 0 und
t = 1 wihlt, und fiir den zweiten Eigenvektor umgekehrt s =1, ¢t = 0).
Im Hinblick auf den noch zu berechnenden dritten - und in diesem Fall
verallgemeinerten - Eigenvektor Z miissen s und ¢ aber so gewdhlt wer-
den, daB das Gleichungssystem (A — AI)Z = Z l6sbar bleibt (siche 3.)!
Mit s =t =1 ist das der Fall. Fiir den zweiten Eigenvektor kénnen wir
z.B. s =1 und ¢t = 0 setzen. Damit erhalten wir:

-1 2
T = 1 und y=11
1 0

3. Das System fiir den verallgemeinerten Eigenvektor ist also mit & l6sbar:

1 -2 3|-1 1 -2 3|-1
-1 2 -3 1 |~ [0 0O0] O
-1 2 =3| 1 0 00 O

Die grofie Wahlfreiheit zur Losung dieser Gleichung ist fiir unsere Zwecke
nicht von Belang, wir wihlen daher die freien Variablen so einfach wie
moglich, und zwar jeweils Z3 = 0 und Z; = 0, was uns schliefllich die
letzte Variable Z; = —1 liefert.

Der verallgemeinerte Eigenvektor lautet somit

—1
zZ= 0
0

Bitte beachten Sie hierbei, dafl man im Falle eines verallgemeinerten
Eigenvektors nicht ein beliebiges Vielfaches dieses Vektors verwenden
darf!



