Man fithre das Differentialgleichungssystem

t= z+y—z (1)
y= z-y+z (2)
Z=—x+y+z (3)

in eine Differentialgleichung 3. Ordnung iiber und gebe deren Losung an.

Es gilt, zwei Variablen zu eliminieren, z.B. y und z.

Variante 1

e Die 3. Ordnung in x erhalten wir durch wiederholtes Differenzieren von (1):
T=34+9y—2 (4)
T=3F+y—% (5)
e In (4) kénnen die Ableitungen der Variablen y und z mittels (2) und (3) eliminiert werden:
f=t4+(x—y+z)—(—z4+y+z2)=t+2x—2y (6)
Das Herausfallen von z ist hier Zufall.

e Um auch (5) substituieren zu kénnen, sind (2) und (3) abzuleiten, und auch hier wiederum die Ablei-
tungen von y und z geméf (2) und (3) zu ersetzen:

j=t—y+i=z2—(z—y+2)+(—x+y+z)=2—2x+2y
f=—t4+y+i=—d+(z—y+2)+(—x+y+z)=—-2+22
Einsetzten in (5) ergibt
T =34+ —-204+2y) — (- +22)=2+2 - 20+ 2y — 22 (7)
e In den drei Gleichungen (1), (6) und (7) kommen keine Ableitungen der ,fremden® Variablen mehr

vor, und es lassen sich y und z eliminieren. Eine Moglichkeit hierfiir wére die folgende, wobei zunéchst
alle Terme, die x enthalten, nach links gebracht wurden:

r - x = y — z (—2)

i - & - 20 = —2 (£0)

T - & — 2t + 2r = 2y — 2z (+1)
r — & — 4@ 4+ 4z = 0 X

e Die Losung dieser Gleichung lautet mit P(\) = A3 — A2 —4A +4 = (A — 1)(A — 2)(A + 2) und ¢ als

unabhéngiger Variable:

z(t) = cre! + cpe® + cze™

Variante 2

e Aus Gleichung (1) wird zuniichst z.B. z explizit ausgerechnet sowie dessen Ableitung bestimmt:
z=r4+y—& = Z=2+y—4=2
e In die Gleichungen (2) und (3) eingesetzt:

y= z-y+t(@+y—d)=22-a (8)
G4y —d=—a4y+(r+y—i)=2y—i 9)



Jetzt 148t sich g eliminieren, z.B. durch Einsetzen von (8) in (9):

T4+ Q2r—2)—F=2y—=&, also 2x—F=2y—2

Auflésen nach y und wiederum Differenzieren:

2w —di4d . 2 —F i
Y= 5 ) Y= 2
Einsetzen in z.B. Gleichung (8) und umformen:

2% — T + @

> =2r— = T —I—-4c+4x=0

Losung der Dgl. wie unter Variante 1.



