Mit geeigneten Koeffizienten a und b stellt die Funktion y(z) = ax’ eine Losung der Dgl.
4z%y' — 2xy + 9y = 4x
dar. Wie lautet die allgemeine Losung der Dgl.?

1. Um die Dgl. auf die gewohnte Form zu bringen, dividieren wir durch 4z2:
1 1 1
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- — 32— =0
Y7o * w2 T
Offenbar handelt es sich um eine Riccati-Dgl. (ein Term mit y2, ein weiterer ohne y...).

2. Ableiten der vorgeschlagenen Losung und Einsetzen in die Dgl. zur Bestimmung von a und b:

2
a a 1
y=az’, y =abzs’', y?=d’2?* = abs"' - —2b+ — - ==0
2z 4x T
= 4abz®! — 242"t + %2 — 42 =0
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Wir benétigen z*, um den letzten der linken Terme auflésen zu kénnen:

(a) Es konnte b = 0 gelten; diese Wahl fiihrt allerdings im weiteren auf einen Widerspruch.
(b) Mit 2b = 1 bekommen wir b = 1. Eingesetzt liefert das:

2a2°/% — 2a2%/? + a®x — 42 =0, und somit @ = +2

Eine partikulire Losung lautet also y(z) = 2+/z.

3. Der Ansatz fiir die allgemeine Lésung der Dgl. lautet - mit der neuen Variablen wu:

1 . .
Yy =u+2yx, und weiters: 3y =u'+ — und y® =u® +4uVT +4z

VT
Eingesetzt in die Dgl. aus 1. erhalten wir die neue Dgl. in z und u
W+ — L(u+2\/sE)+i(u2 + du\/T + 4z) — Iy
N 42 x
bzw. u'—|—L —i—i +U_2+L+l —120
N3 2r  \/z 422 z\/z  ® x

Zusammengefafit und umgeformt ergibt das die Bernoulli-Dg].
u +u L i — u_z
z/r 22)  4z2
4. Die bendtigte Substitution zur Lésung dieser Gleichung lautet u = % und damit v’ = —zz—;:
z' + 1 1 1 1 — 1 1 1
-+ - === 2=z —==-—]=-—
22z \z/r 2z 4z 22 T/r 2z 42
5. Die so erhaltene lineare Dgl. 16sen wir durch Einsetzen in die bekannte Formel:

2(z) = ef(ﬁfﬁ) dz [/ %eff(zlmfﬁ) dw d:U+C]
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6. Riickeinsetzen:
u(z) A und somit y(x) L—FQ\/E

T 4Ce—2/VR) _1 T 4Ce(—2/V7) —1

7. Verschonerung der Losung (nicht unbedingt notwendig):

47 + 2z (4Ce-2vD — 1) (406(—2/\/5) 41
= = 2
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4Ce(=2/V7) — 1 4Ce(=2/Ve) — 1

) =...(sub. 4C = €2C~)
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