Man l6se die Differentialgleichung

Yt = 4919; + 8$674t

(inhomogene Wellengleichung mit inhomogenen Randbedingungen)

1. Auflésen der inhomogenen Randbedingungen.
Ansatz: y(x,t) = u(z,t) + v(x, t) mit

(a)

e

(z,1) :=r1(t) + L[r2(t) — 71 (1)] = (1 - g) cos?t + ge_‘”

(Funktion, die fiir jeden t-Wert die beiden Randfunktionen durch eine Gerade verbindet)

(b) v(z,t) :=y(x,t) — u(zx,t) und damit
Vgt = 4y + 8ze ™ — wuy mit  v(0,t) =v(2,t) =0
=4vgy + (2 — x) cos 2t v(z,0) = f(z) —u(z,0) = z(2 — x)
v(2,0) = g(z) — ue(x,0) = x(z — 2)

(inhomogene Wellengleichung mit homogenen Randbedingungen)

2. Losung der inhom. Wellengleichung.
Ansatz: v(z,t) = z(z,t) + w(z,t) mit
(a) ztt = 42z, mit  2(0,t) = 2(2,1) =0
z(x,0) = 2(2 — x)
zt(x,0) = 2(x — 2)

Der Ansatz z(z,t) = F(x) - G(t) fiihrt (wegen der Randbed.) auf die Darstellung

= k
2(z,t) = Z (A, cos kit + By, sin krrt) sin gx
k=1

Einsetzen der Anfangswerte:

= k
z(x,0) = ZAk sin ?ﬂ:c =2z — 2?
k=1

Ay, sind also die (schiefsymmetrischen) Fourier-Koeffizienten der Anfangsfunktion:

2 —— fiir k£ ungerade
k

A = / (22 — x?) sin ?ﬂ:c d = ¥°m°

= Jo

0 fiir k gerade

Einsetzen der Anfangs-Ableitung:

— k
z¢(x,0) = Z km By, sin gac =ax(x—2)
k=1

By, ergeben sich damit gleichfalls als Fourier-Koeffizienten:

——— fiir k ungerade
1 [? k 1 14 &
Bk:kz_ (x2—2z)sin7ﬁxdx:fk—Ak: kim
= ™ Jo & 0 fiir k gerade



(b) Wit = dWye + (2 — ) cos2t mit w(0,t) = w(2,t) =0
w(x,0) = wi(x,0) =0

Ansatz mit Variation der Konstanten:

Z Ci(t) sin —x

Ableiten und einsetzen in die Dgl:

o0

k
ZC’” sm—zf742k2 2C(t )sin§z+(27m)0052t
k=1 k=1
bzw.
= 9 9 . km
Z t) + 4k 7 Cr (1)) sin -2 = (2 —x)cos 2t
k=1

Um den Koeflizientenvergleich durchfithren zu kénnen, ist die Storfunktion ebenfalls in eine Fou-
rierreihe (bzgl. z) zu entwickeln:

— k 2 k 4
(2—x)cos2t:c082t;Dksin7ﬂ-m = Dk:/O(Q—x)singxdx:E

Damit erhalten wir

= km = 4 kmw
E 2,2 . _ 2 : .
£ + 4]{1 Ck( )} Sin 750 = Z E COS 2tsm ?1'

und daraus fiir jedes k eine gewshnliche Dgl. 2. Ordnung fiir Cy(t)
" 2.2 4
CL () +4k*m°Ci(t) = o €08 2t

mit den Anfangswerten aus w(x,0): Ck(0) = C}(0) =0
Die homogene Losung lautet

Cryi(t) = y1k cos 2knt + o, sin 2kt

Weil keine duflere Resonanz vorliegt, kénnen wir mittels einfachem Ansatz die Losungen in
Abhé#ngigkeit von k bestimmen:

Cpi(t) = Excos2t + Fysin2t ... C%.(t) = —4E) cos2t — 4F, sin 2t

4
(4k?7% — 4)Ey cos 2t + (4k*7m% — 4)Fy sin 2t = - cos 2
s

1
t) = —————— 2t
= Cpg(t) e cos
Durch einsetzen der Anfangswerte fiir Cj(¢) in
Cu(t) ket + ko sin krrt + = 2
k Y1 COS KT Yk2 S ™ kw(k27r2 — 1) cos
und deren Ableitung ergeben sich
Vel = kr(k2n? — 1) V2 =
und damit die Teillosung fiir C(¢):
-1
Ci(t) = ——5—5—<(cos kmt — cos 2t)

km(k?m2 — 1)



3. Loésung:
Die unterstrichenen Formelteile ergeben als y(z,t) = u(x,t) + z(z,t) + w(z,t) zusammengesetzt die
gesuchte Losung der Differentialgleichung. Ihre ersten Terme lauten:

y(z,t) = (1 — g) cos®t + ge_‘”

32 . 1 T
— cosmt — — sinwt — —————(cos 7wt — cos 2t) | sin —x
w3 4 m(m? —1) 2

-1 '
+ (7((:05 27t — cos 2t)) sinz

3 32 1 3
573 Cos 3mt — 31 sin 3wt — m(cos 3t — cos 2t)) sin ?ﬂ-x

4. Skizze:
Man beachte den Anfangswert links oben sowie die Randwerte rechts hinten und links vorne!
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Abbildung 1: generiert unter Maple 8 mit k < 14



