501.209 VU Differentialgleichungen SS 2007

4. Hausiibung - Musterbeispiel mit Lésung

1. Losen Sie die Anfangswertprobleme
(a) y'(ey — 1) =y?+1 y(1)=-1, y(1)=0

(b) ayy’ =y* +y” y(0)=1, y'(0)=0

/

e In der Gleichung (a) fehlt y, daher Substitution y’ = p, v = p':
plep—1)=p°+1
fithrt auf die exakte Differentialgleichung
(p* +1)de + (1 —ap)dp=0
Integrierender Faktor:

M, — N, 2p+p 3 -3 1
L = 4 =v(z+p) = plr+p) =

N-M Y—ap—p*—V —f(z+p a+p (z +p)?
e Losung der exakten Differentialgleichung:
z 2 2 © 2 2
+1 1—-0- +1 1 +1 +1 1
/ - 3dgg+/ I;dp[ - 2] + 2 L 27]? 7t 2
o (z+p) (0+p) —2(x+p)3], —2»* 2(x+p?* 2> -2
241 - 241
- P i 5~ 4 =C = e 5 =C1
—2(z+p)? -2 (z +p)

e Verwendung des Anfangswertes p(1) = 0 und Auflésen nach p:

0+1
Moy 17O = sl
2 _ .2 2 _

p"+1l=z"+2px+0p = 2pxr=1-—=x

e Riicksubstitution und Integration:

dy 1 x 1 x 1 T
=—=—-=- = =[|—dr— | zdex==1 - — 4 C
P=0r o 2 4 /as o / o njz] 4+ 2

e Elimination von Csy:

1 1 3
y(l):§1D|1|—Z+CQZ—1 — CQZ—Z
e Losung:
(2) = 2Inx — 22 -3
Ya)\T) = 4
e In Gleichung (b) fehlt z. Substitution ¥’ = f(y), v = f'(y) - f(y):
R 1 y
auf f=u2+ 2 — /:y__’__:> L e Y
uI'f =yt ] AT fer=2

Dies ist eine Bernoulli-Gleichung mit o = —1.
o Erweitern mit 2f und Substitution z = 2, 2/ = 2f f":

P % 2
2 /——2:— — r_ = = —
£ - = d- =2



e Allgemeine Losung dieser linearen Differentialgleichung mit Anfangswert 2(y = 1) = f2(1) = 0:
2 -2
—dy 2 —dy 2
z(y) = 6/“9 C +/;ye @ " dy | =y <01 + ;yzfg/a dy)

2 2 1
— y2/a (Cl +/5y1—2/a dy) — y2/a (Cl + a( )y2—2/a) _ ClyQ/a + y2

2—-2/a a—1
D=Ci+———0 — ="
A=t a—1 T a1
__y2/a+y2
2y) = ———
e Riicksubstitution:
y? —y?/e dy
fly) = ﬁzy/=£

e Trennung der Variablen:

—1d d
oo Yaldy _ —— y
/y2 _ y2/a yl/a /y2—2/a -1

e Integration mit Substitution y*~'/¢ = cosht, (1 — 1/a)y~'/*dy = sinh tdt:

Va—1 [(1-1/a)y *dy ava—1 sinhtdt ~  a /dt
1—1/a Vyr2le 1 a—1 Veosh?t —1  Va—1

a a
= t= arcosh ( 1_1/“)
Va—1 Va—1 4

z+ Cy =

e Bestimmung der zweiten Konstante:

0
—_——

04+ Cy = arcosh(l) = (C2=0

a
va—1

e Losung:

xr =

a
a _ x a—1
arcosh( ! 1/“) bzw. T) = [cosh (—\/a — 1)}
\/m Yy y(b)( ) a
e Hinweis: Die geeignete Substitution fiir das Integral hingt genaugenommen vom Parameter a ab.
Ist man an rein reellen Losungen interessiert, wiren Fallunterscheidungen notwendig. Z.B. ergibt

sich speziell fiir a = 1 die Losung

zZ

y:e?

2. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

L (0 9, 9¢2
= (5 3) 7 ()

e Eigenwerte und Eigenvektoren:

A9 | 2 N 5 [ 9



Eigenvektor zu \; = 9:

Eigenvektor zu Ay = —4:

e Homogene Losung, Fundamentalmatrix:

e Inverse der Fundamentalmatrix:

det(®) = —13e°*

e Variation der Konstanten:

e Losung:

9t

1

t?— =4 =

95— — = (!
4 _4 1 — Ul - 1
L0V = e
49 )72 2 4
ot —at
1 9t 9 —4t c 96
et = (e re( e — o=
1 —4 e _ge—4t
4 o0 9 o
(I)il _67525 74674t 79674t 1—36 Ee
13 —e% et ie4t _ie4t
13 13
4
1—3@_9t %6—916 02
/(Ifl(t)-l}’(t)dt:/ dt:/ dt
i 4t _ie4t _4t2 t264t
13 13
Cc1
2t 1Y
(z 37 3—2) e
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9e—4 ! 2 4
2t 1 -
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bzw.
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)



