Zinseszins- und Rentenrechnung
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Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem sich das Einlagekapital K bei a)
jahrlicher b) monatlicher c) stetiger Verzinsung verdoppelt hat, wobei ¢
der jéhrliche nominelle Zinssatz ist. Bestimmen Sie auch Zahlenwerte fiir
1= 0.04.

Ein edler und gut betuchter Spender beschlielt angesichts seiner Affi-
nitdt zu Zahlen eine Stiftung einzurichten, die - &hnlich dem Nobelpreis
- jéhrlich die herausragendste mathematische Leistung wiirdigen soll. Be-
rechnen Sie das notwendige Einlagekapital, um bei jdhrlicher Verzinsung
von 7% und jihrlicher Inflationsrate von 2% eine Dotation 1 Mio. Euro
(mit Inflationsanpassung) vom néchstem Jahr an fiir die néichsten a) 10
Jahre, b) 100 Jahre und ¢) auf ewig zu garantieren.

Zeigen Sie, dass fiir i > 0:
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Die kaufmdinnische Verzinsung ist definiert durch
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wobei i der effektive jihrliche Zinssatz bei stetiger Verzinsung ist. Zeigen

Sie, dass Kg(|t]) < Kg(t) < Kg(t), wobei Kg(t) die stetige Verzinsung
(mit dem selben jihrlichen effektiven Zinssatz ¢) darstellt.

Kk (t)

Sei S eine Schuld, die mit jéhrlichen, konstanten Annuitdten A beglichen
werden soll. Weiters bezeichne N die Laufzeit der Riickzahlung in Jahren
(das N-te Jahr ist also jenes, in dem die zu begleichende Restschuld das
erste Mal kleiner als A ist). Zeigen Sie, dass
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wobel 7 den nominellen Jahreszins bezeichnet.

Die zukiinftige Lebensdauer eines x-jihrigen
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Zeigen Sie:

a) (ps = exp (ff s dS)

b) % Pz = (Mo — Hatt)tPz
Berechnen Sie ps5 sowie €55, wenn

_ 120 —x — ¢
Pr = 90— 2

fir0<z<120und 0 <¢ <120 — x.



X Iy dy

30 || 10000 | 200
31 || 9800 | 400
32 || 9400 | 600
33 || 8800 | 800
34 || 8000 | 1000
35 || 7000 | 1200
36 || 5800 | 1400
37 || 4400 | 1600
38 || 2800 | 1800
39 || 1000 | 1000
40 0 0

Tabelle 1: “Steinzeitsterbetafel” aus H. Kracke Lebensversicherungsmathematik,
l; ist die Anzahl der Lebenden mit Alter =, d, = l,q,
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Betrachten Sie zwei unabhéingige Leben, die sich ausschlieBlich durch den
Nikotinkonsum unterscheiden. Fiir 0 < = < w sei pu, die Sterbeinten-
sitdt des Nichtrauchers und cp, mit ¢ > 1 die Sterbeintensitéit des Rau-
chers. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Raucher den Nichtraucher
iiberlebt.

Gegeben seien die Werte ez = 10.5, e7g = 10 und e77 = 9.5. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine 75-jahrige Person 77 Jahre alt wird?

Es sei piz4+ konstant fiir 0 <¢ < 1 und g, = 0.16. Berechnen Sie ¢ sodass

Einfache Kapitalversicherungen
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Benutzen Sie die “Steinzeitsterbetafel” aus Tabelle 1.1, um die Barwerte
folgender Kapitalversicherungen bei einem Zinsful von ¢ = 0.04 zu be-
rechnen:

a) A, mit z = 33,35,37

b) Amla mit z = 32,34, 36

c) A, mit x = 32,34, 36.

Eine stetige lebensléngliche Todesfallsversicherung wird an eine 50-jahri-
ge Person ausgestellt. Die Sterblichkeit folge de Moivre’s Gesetz (Gleich-
verteilung des Todeszeitpunktes zwischen 0 und w Jahren) mit w = 100
und die Auszahlung betrage b, = 1000 — %. Berechnen Sie die Netto-
einmalprémie fiir diese Versicherung unter der Annahme eines effektiven
Jahreszinses von ¢ = 0.04.

Leibrenten und Kommutationszahlen
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Eine Versicherung, ausgestellt an eine x -jihrige Person, zahlt C€ nach n
Jahren, wenn die Person dann noch am Leben ist, oder die Nettoeinmal-



priamie A am Ende des Todesjahres, falls die Person vorher verstirbt. Wie
148t sich A durch Kommutationszahlen ausdriicken?

14 Berechnen Sie p73 aus folgenden Werten, wobei ¢ = 0.03 gilt:

X 72 73 74 75
ay | 8.06 | 7.73 | 7.43 | 7.15

15 Es sei I, = 100.000(100 — ) fiir 0 < = < 100. Berechnen Sie den Barwert
einer vorschiissigen lebenslénglichen Leibrente fiir eine 85-jédhrige Person,
wobei ¢ = 0.05 und die jahrlichen Raten in den ersten beiden Jahren
2.000€ und danach 3.000 € betragen.

Zwei weitere Typen von Lebensversicherungen sind die sogenannten “stan-
dard increasing” und die “standard decreasing” Lebensversicherungen. Bei der
Lebensversicherung vom Typ “standard increasing” betragt der im Jahr &k ver-
sicherte Betrag genau k, bei “standard decreasing” genau n — k. Diese Versi-
cherungen kénnen auch angesehen werden als Summe von konstanten Lebens-
versicherungen iiber einen Betrag von 1, die jeweils ein Jahr spéter beginnen
oder enden. Damit ergibt sich fiir eine lebensléangliche Todesfallsversicherung
die Netto-Einmalprimie

o0
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Fiir eine n-jahrige Todesfallsversicherung kénnen die Netto-Einmalpriamien fiir
“standard increasing”, (I A);ﬂ’ und (DA)i'iﬂ fiir “standard decreasing” ausge-
driickt werden als:

(IA);E = Az + 1\A:n +-- 4+ n_1|Az - nn‘Az
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Analog kann eine “standard increasing” Rente definiert werden, die in Jahr &

einen Betrag von k + 1 ausbezahlt. Die Netto-Einmalprimie betrdgt dement-
sprechend: (1d), = > pe o 0" (k + 1)ikps

16 Berechnen Sie (DA)%))La mit ¢ = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-
sterbetafel”

17 Berechnen Sie (1d)35 mit ¢ = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-
sterbetafel”

18 Zeigen Sie die Relation dm = d(Id)m+ nv™ und leiten Sie daraus folgende
Formel ab: 4, = d(ld), + ([A).

19 Zeigen Sie, dass sich der Ausdruck

(I1d)p41 + Gpgr

kPax
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zZu vereinfachen lasst.



Nettopriamien und Beriicksichtigung der Kosten
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n Py bezeichne die jahrliche Prémie fiir eine nicht befristeste Ablebens-
versicherung, wobei die Prédmien aber maximal n-mal bezahlt werden.
Sei ¢ = 0.04, berechnen Sie 3P34 fiir i = 0.04 mit Hilfe der “Steinzeit-
sterbetafel”.

Es seien 99 Po5 = 0.046, P25:m = 0.064 und A5 = 0.640. Bestimmen Sie
die Pramie P215:m'

Ein Kredit iiber 4 Jahre sei ausgestellt auf eine 25-jihrige Person. Dieser
Kredit soll durch konstante Zahlungen jeweils am Ende des 1., 2., 3. und 4.
Jahres getilgt werden. Gleichzeitig soll eine Ablebensversicherung auf vier
Jahre abgeschlossen werden, die im Falle des Ablebens der versicherten
Person die Restschuld decken soll (der Einfachkeit halber soll angenom-
men werden, dass dies am Ende des Todesjahres geschieht). Die Zinsrate
sei ¢ = 0.06 sowohl fiir den Kredit als auch fiir die Verzinsung. Weiters sei
&25@1 = 3.667 und 4425 = 0.005.

a) Bestimmen Sie die Nettoeinmalpramie der Versicherung bei einem Kre-
dit von 1000 € bzw. 2000 €.

b) Nun soll die Bezahlung der Versicherung aus den Mitteln des Kredi-
tes erfolgen. Wie hoch muss der Kredit dann sein, damit die Person nach
Bezahlung der Versicherung 10000 € zur Verfiigung hat.

Betrachten Sie eine gemischte Versicherung iiber einen Betrag von 1 mit
einer Laufzeit 20 Jahren an eine 40-jihrige Person. Als zusitzliche Lei-
stung der Versicherung sei festgelegt, dass im Fall des Ablebebens der
Person bereits in den ersten zehn Jahren zusétzlich zum Nennwert 1 die
bis zum Todesjahr bezahlten Pramien verzinst zuriickerstattet werden. Be-
stimmen Sie k derart, dass die Préamie fiir obige Versicherung als A 10:70] /k
dargestellt werden kann.

Berechnen Sie die ausreichende Priamie fiir eine Ablebensversicherung mit
Nennwert 1000€ einer 35-jéhrigen Person geméfl der “Steinzeitsterbeta-
fel” mit ¢ = 0.04. Nehmen Sie dabei an, dass die Versicherung folgen-
de Kosten veranschlagt: 5% Abschlusskosten, 3% Inkassokosten und 10%
Verwaltungskosten. Geben Sie aulerdem die Aufteilung der ausreichenden
Pramie in Nettopramie, Abschlusskosten, Inkassokosten und Verwaltungs-
kosten an.

Das Deckungskapital
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Geben Sie die Entwicklung des Nettodeckungskapitals einer 6-jahrigen
gemischten Versicherung mit Nennwert 2500€ einer 32-jihrigen Person
bei jihrlicher Primienzahlung tabellarisch an (vgl. Beispiel 3 aus Kapitel
1.6.1). Der Zinssatz sei dabei ¢ = 0.04 und die Sterbewahrscheinlichkeiten
durch die “Steinzeitsterbetafel” gegeben.

Es sei ¢31 = 0.002, 32.73 =9 und ¢ = 0.05. Gesucht ist 1V31:m.
Es sei 19V25 = 0.1 und 19V35 = 0.2. Berechnen Sie 959 V5s5.
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Fiir eine lebenslingliche Todesfallversicherung {iber 1500 Geldeinheiten
mit konstanten jahrlichen Pridmien auf ein Leben von z Jahren sei das
Deckungskapital nach Jahr h —1 179, nach Jahr h betrage es 205. Weiters
sei ¢ = 0.05 und a, = 16.2. Berechnen Sie qz4p—1.

Eine 5-jéhrige gemischte Versicherung mit Nennwert 10000 € wird an eine
32-jahrige Person ausgestellt. Die Kosten fiir diese Versicherung werden
durch 4 jéhrliche vorschiissige Pramien gedeckt. Nun will diese Person die
Versicherung am Ende des 3. Jahres (vor Bezahlung der 4. Prémie) in
eine lebenslange vorschiissige Rente umwandeln. Wie grof3 sind unter der
Annahme i = 0.04 und mit auf Grundlage der ”Steinzeitsterbetafel” die
jéhrlichen Rentenzahlungen?

Eine 6-jahrige Erlebensfallversicherung mit Nennwert 10000 € wird an eine
30-jahrige Person ausgestellt. Die Kosten fiir diese Versicherung werden
durch jahrliche vorschiissige Pramien gedeckt. Nun will diese Person am
Ende des 3. Jahres pramienfrei gestellt werden und die Versicherung in
eine lebenslange vorschiissige Rente beginnend ab dem 35. Lebensjahr
umwandeln. Wie grof§ sind unter der Annahme ¢ = 0.04 und mit auf
Grundlage der ”Steinzeitsterbetafel” die jéhrlichen Rentenzahlungen?

Stellen Sie die Entwicklung des ausreichenden Deckungskapitals fiir die
Versicherung aus Beispiel 24 tabellarisch dar. Geben Sie auflerdem jeweils
Nettodeckungskapital, ,V* und die Verwaltungskostenreserve an.



