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. Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:

a) Y = sersr (1) = -3
Losung:

Es handelt sich um eine Differentialgleichung der Form ' = f (%m) .Daar+by =
Aoz + By) gilt, d.h.
11
det (2 2) =0

verwenden wir die Substitution z(z) = x +y(x)+1 (d.h. der Zdhler wird durch z ersetzt
- der Nenner wiire ebenso moglich). Daraus ergibt sich 2/ =14y’ bzw. ¥’ =2’ — 1 und
in die Differentialgleichung eingesetzt, erhélt man

, z , 3z—1

zZ—1= bzw. z = .
2z—1 2z—1

Diese Differentialgleichung lésst sich durch Trennung der Verdnderlichen 16sen.

2z -1
dz= | d
/ 3z—1 * / v
Der Integrand links ist eine rationale Funktion, fiir die zuerst eine Polynomdivision
durchgefiihrt wird:

(2z—-1):(3z—-1) =

92, —
/ z 1dz:/2— ! dz
3z—1 3 92-—3
2 1
:gz—ln(Qz—3)§+Cl

/d:c:/ld:c:a:—l—Cg

Es gilt

Somit erhélt man als Losung

2 1
§Z—§1H(3Z—1):$+03

bzw. riickeingesetzt

2 1



Einige Vereinfachungen fithren schliesslich auf

6y —In(3z+ 3y +2) =3z +C.

Nun wollen wir noch den Wert der Konstante C' wissen. Wir setzen daher den Anfangs-

wert ein:
4
6<—§)—ln(3—4+2)_3+0 = C=-11.
Damit erhalten wir als Losung:

6y — In(3z 4+ 3y +2) = 3z — 11.

y =228 y(0) = 1.
Losung:

Auch das ist eine Differentialgleichung der Form y' = f (%) aber es gibt kein
A mit ax + by = A ax + Py). Ziel ist es vorerst, die Konstanten ¢ und + zu elimi-
nieren, um anschliessend die Transformation £ anzuwenden. Also 16sen wir zuerst das

Gleichungssystem
20 —y=-3
T—y=—2

und erhalten (xo,y0) = (—1,1). Daher verwendet man die Substitution (z,9) = (z —
20,y —Yo) = (x + 1,y — 1). Fiir die neuen Variablen lautet die Differentialgleichung

ST

2T —y
F-g

~/

Nun wird auf der rechten Seite durch z dividiert
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und wie folgt substituiert = = £ also Zz = §. Beidseitiges Differenzieren ergibt z +zz' =

y' (Achtung: Kettenregel).
Die Differentialgleichung lautet dann

., 2—z
z24+xz =
1—=2
und daher
., 2—z 22 —22+2
Tz = —z= .
1—2 1—=2

Diese Differentialgleichung kann man durch Trennung der Verdnderlichen 16sen:

1—
/7261,2:/%@.
22 —2z4+2 z



Es gilt

/ 1—=z d 1/ 2z — 2 d
- dz = —— —_— az
22 —2242 2 22 —224+2

1
= —gln(z2—2z+2)+01

1
=In|—— ) +C
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Also erhilt man

bzw. 1
= (042
22— 2242
Das soll nach z aufgeltst werden:
1
1=Ci*(2* -2 2 < 2_29 22— — )=
(2 z+2) z z4( Ci:Q)
und nun liegt eine quadratische Gleichung vor, wonach folgt
1 1
=1 ——1 =1—4/— —1.
azttyez—b 072
Nun wird riicksubstituiert mit z = % = g—; Wir erhalten die zwei Losungsgruppen

1 y—1 1

Clz+1)2 7 £C+1_1_ C(:v—i—l)Q_l'

Setzt man nun den Anfangswert ein, so bekommt man fiir die erste Losungsgruppe

1
=1+4/=—1
0=1+4/5

Dafiir gibt es aber keine reelle Losung. Also muss die gesuchte Losung der zweiten
Losungsgruppe angehoren:

1 |
0=1—1/% 1 =
c < 2

Und nun lautet die Losung des Anfangswertproblems

y—li1 2

= — =1
z+1 (x+1)2

was sich noch wie folgt vereinfachen lasst

y=x+2—+—22—-2zx+3.



2. Riccati’sche Differentialgleichung;:

y =1 -2)y*+ 2z —1)y—=.

Losung:

Um die Riccati-Dgl. auf eine Bernoulli-Dgl. zu transformieren, benttigt man eine partikulére
Losung. Wir versuchen es mit folgendem Ansatz: y;(z) = axz +b (da die Differentialgleichung
nur Polynome 1. Grades enthiilt). Es gilt:

x+b

y1(x)
vi(z)
a=(1—-2)(ax +b)*+ (22 —1)(ax +b) —x

a
a

Obige Gleichung gilt fiir alle = (Koeffizientenvergleich!), wenn a = 0 und b = 1 gilt. Das heisst
wir haben eine partikulire Losung y1 (z) = 1 gefunden. Nun wird wie folgt transformiert:

y(x) :yl(x)‘F'U(iZ?) <:y:1—|—1)

Es gilt 9/ = v’ und in die Differentialgleichung eingesetzt und vereinfacht, erhalten wir

vV=01-2)1+v)?+Q2zx—-1)(1+v)—2=221—21)+0.

Nun liegt eine Bernoulli-Dgl. mit o = 2 vor. Also wird z(z) = v'~* = 1 substituiert:
1
v=-
z
1

’ /

v _Z_QZ
1 1

—;Z/ = 2—2(1 —I) + -

—2=1—z+z

Z=—z4+z—1

Nun liegt eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung vor. Zuerst betrachten wir die homo-
gene Gleichung 2’ = —z. Die 16st man durch Trennung der Verénderlichen:

/ldz:—/d:c =:lnz=—-2+C <:2=Ce "
z

Nun kennen wir die allgemeine Losung zpem = Ce™® der homogenen Gleichung. Die allge-
meine Losung der inhomogenen Gleichung hat die Form 24114 = 2hom + Zpart, WObel zpqrt eine
partikuére Losung der inhomogenen Gleichung ist. z,qr¢ wird durch Variation der Konstan-
ten berechnet, d.h. man betrachtet z,,., und sieht die Konstante C' als Funktion von z. Man
versucht also eine partikulire Losung der Form C(z)e™® zu finden:



y(z) = Clz)e™™
yl _ Cle—m _ Ce—LE

Cle*—Ce®=—-Ce *+2—1
C'=¢e"(x—1)

C’:/ez(a:—l)dz:em(:zr—%—l—cl

Das letzte Integral wurde durch partielle Integration gelost. Wir haben nun eine Funktion
C(z) = e*(x —2) + Cy gefunden, sodass C(x)e™* eine partikulire Losung der Differentialglei-
chung ist. Da wir nur eine beliebige partikuldre Losung bendtigen, konnen wir C; beliebig
wihlen, z.B. C1 = 0. Also gilt zpere = C(z)e " =e®(x —2)e =z — 2.

Zallg = Zhom + Zpart = Ce " +x—-2

Durch Riicksubsitution erhilt man v = c und schliesslich

1
e~ T4xr—2



