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1. Die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung uy, ergibt sich durch Trennung der Verédnder-

lichen,
duy

o —/cos(:v) dz.

In Jup(z)] = C —sinz

Es folgt

mit C' € R und daher
up(x) = Ce™ 507 z €R,

mit C € R.

Fiir die partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung machen wir den Ansatz up(z) =
C(z) exp(—sin(x)). Ableiten liefert

ul (z) = C'(z) e ¥ — C(x) cos(x)e™ M@,

p

Dies setzen wir in die Differenzialgleichung ein und erhalten
1 . 3
5 5in(22) = C'(x) e ") — C(a) cos(w)e” )

+ cos(z) C(x) e~ S
= (JJ) e~ sin(z) )

Wie erwartet heben sich die Terme mit C(z) weg. Es folgt nun
1 : sin(x)
C(x) = 5 sin(2x) e dz.

Mit der Substitution y = sin(x) mit dy = cos(z)dz und unter Beachtung von sin(2z) = 2sin(z) cos(x)
folgt nun

C(z) = /yey dy = e¥ (y — 1) = @ (sin(x) — 1).
Damit ergibt sich die partikuldre Losung
up(x) = sin(z) — 1, r € R,
und die allgemeine Losung
w(z) = up(x) + un(x) = sin(z) — 1+ Ce ¥"7

fir z € R.
2. Es handelt sich um eine Bernoulli’sche Differenzialgleichung mit Exponenten o = —1. Wir miissen also die
Substitution u(z) = (v(z))* mit

1 1 1
AS T T 1—(-1) 2

durchfithren. Mit )
W) = 5 (@) (@)

folgt durch Einsetzen in die Differenzialgleichung

(o)™ 0! (@) = 5 (o)) /2 — 3 (wla) /2.

N~



Nach Multiplikation der Gleichung mit 2 (v(z))*/? erhalten wir die lineare Differenzialgleichung
, 1
v(a:):;v(x)—l, z € (0,1).

Durch Separation ergibt sich die Losung der homogenen linearen Differenzialgleichung als
vp(z) =Cxyx € (0,1),

mit C' € R. Die Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ermitteln wir durch Variation der Konstan-
ten,
vp(z) = C(z) x, v (x) = C(x) + C'(z) z.

Durch Einsetzen erhalten wir

C(x)+C'(z)z =C(x) — 1, also C'(z) = —l.

x
Dies liefert die Funktion C(z) = —Ina und die partikulidre Losung
vp(z) = —z lnx, z € (0,1).
Die allgemeine Losung der linearen Differenzialgleichung ist demnach
v(z) =2 (C —lnx), z € (0,1).

Die Riicksubstitution ergibt
w(z) = (z(C —mx)"?,  z€(0,1).

Damit u reellwertig ist, muss x (C' — Inz) fiir alle « € (0,1) grofer oder gleich null sein. Dies ist fiir C' > 0
der Fall.

. Indem wir die rechte Seite umschreiben zu

1
€T 2 €T
(m) T 3@

identifizieren wir die Differenzialgleichung als eine homogen Differenzialgleichung. Mit der Substitution
z(x) = y(x)/x und dementsprechend

1+

)

y'(x) = 2(x) + 22/ (2)

erhalten wir

2 (2(x))?

() =1 =1 .
z(z) +x 2 () +x2(1—|—z(:17) +1+z(:c)
Es folgt
1
2 (r) = ——r.
@ = @)
Durch Separation ergibt sich
1 5 1 c
z(x) + 5 (z(x))* 4+ 5= Inx + X
Der Summand 1/2 auf der linken Seite ist einfach eine geschickt gewiihlte Integrationskonstante, denn es
folgt nun
z(x) =—-1+V2nz+C, x> 0.
Damit ist

y(x):x(—lim), x> 0.



