
Einige Bemerkungen zur IntegrationIntegrationsregeln:Linearität: R (f(x) + g(x)) dx = R f(x) dx + R g(x) dx und R 
 � f(x) dx = 
 � R f(x) dxpartielle Integration: R f 0(x) � g(x) dx = f(x) � g(x)� R f(x) � g0(x) dxSubstitutionsregel: R f('(t)) � '0(t) dt = R f(x) dxlogarithmis
he Regel: R f 0(x)f(x) dx = ln jf(x)jWi
htige Substitutionen:Im folgenden bezei
hne R(x1; x2; : : : ; xn) immer eine rationale Funktion in den Unbekannten x1; x2; : : : ; xn, dh. es gibtPolynome P und Q mit R(x1; x2; : : : ; xn) = P (x1; x2; : : : ; xn)Q(x1; x2; : : : ; xn) :Typ 1: R R(sinh(x); 
osh(x); tanh(x); 
oth(x); ex) dxMan drü
ke sinh(x) usw. dur
h ex aus und verwende die Substitution t = ex und dt = t dx. So erhält man ein Integral übereine rationale Funktion in t, die mit Partialbru
hzerlegung gelöst werden kann. Es gilt:sinh(x) = ex � e�x2 ; 
osh(x) = ex + e�x2 ; tanh(x) = sinh(x)
osh(x)Typ 2: R R(sin(x); 
os(x); tan(x); 
ot(x)) dxMan verwende die Substitution t = tan(x2 ), es gilt:
os(x) = 1� t21 + t2 ; sin(x) = 2t1 + t2 ; tan(x) = sin(x)
os(x) ; dx = 2dt1 + t2Dies führt zu einem Integral über eine rationale Funktion in t.Typ 3: R R�x; nqax+b
x+d� dx mit ad� b
 6= 0 und n = 2; 3; 4; : : :Man benutze die folgende Substitution, die zu einem Integral über eine rationale Funktion in t führt:t = nrax+ b
x+ d ; x = dtn � ba� 
tn ; dx = n(ad� b
) tn�1 dt(a� 
tn)2Typ 4: R R(x;pax2 + bx+ 
) dx mit a 6= 0Dur
h geeignete Substitution (Quadratis
hes Ergänzen) bringe man das Integral auf eine der drei Formen:(a) R R(x;p1� x2) dx (b) R R(x;p1 + x2) dx (
) R R(x;px2 � 1) dxad (a): Man benutze die Substitution x = sin(t) mit dx = 
os(t) dt. Das führt zu einem Integral vom Typ 2.ad (b): In diesem Fall funktioniert die Substitution x = sinh(t) mit dx = 
osh(t) dt. So erhält man ein Integral vom Typ 1.ad (
): Unter Verwendung der Substitution x = 
osh(t) und dx = sinh(t) dt erhält man ein Integral vom Typ 1.Partialbru
hzerlegung: R P (x)Q(x) dxDer Grad des Polynoms P (x) sei e
ht kleiner als der von Q(x) (andernfalls bringt eine Polynomdivision das Gewüns
hte).Im ersten S
hritt zerlegt man den Nenner Q(x) in (x� a1)�1 � : : : � (x� an)�n � (x2 + b1)�1 � : : : � (x2 + bm)�m mit ai 2 R undbj > 0. Im nä
hsten S
hritt bestimmt man die Partialbru
hzerlegung:P (x)Q(x) = A1;1(x� a1)1 + A1;2(x � a1)2 + : : :+ A1;�1(x� a1)�1 + : : : : : :+ An;1(x� an)1 + : : :+ An;�n(x � an)�n +B1;1x+ C1;1(x2 + b1)1 + B1;2x+ C1;2(x2 + b1)2 + : : :+ B1;�1x+ C1;�1(x2 + b1)�1 + : : : : : :+ Bm;1x+ Cm;1(x2 + bm)1 + : : :+ Bm;�mx+ Cm;�m(x2 + bm)�mNa
h Ausmultiplizieren kann man mit Koe�zientenverglei
h die Konstanten Ai;j und Bk;l; Ck;l bestimmen. Die einzelnenSummanden kann man mehr oder weniger elementar integrieren (n > 1):Z dxx = ln jxj Z dxxn = x1�n1� n Z ax+ bx2 + 1 dx = a2 ln(x2 + 1) + b ar
tan(x)Z ax+ b(x2 + 1)n dx = 12(n� 1) � bx� a(x2 + 1)n�1 + Z (2n� 3)b(x2 + 1)n�1 dx�


