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Kapitel 0

Einfiihrung und Motivation

In der kombinatorischen Optimierung beschéftigt man sich mit Optimierungsproblemen bei denen
die Menge der zuldssigen Losungen endlich ist. Viele Probleme lassen sich in folgender Form
schreiben:

Gegeben: E = {ey,...,ex}, F C 2P = P(E) (zuliissige Losungen), c :
E —- R (Kostenfunktion)

Gesucht: F e Fmit c(F) := ), pc(e) — min / max,
oder ¢/(F) = maxeer c¢(e) — min

KURZESTE-WEGE-PROBLEM

Gegeben: (Un-) gerichteter Graph G = (V, E), ¢ : E — R (Kantenldnge),
s,t € V, F ist die Menge der einfachen Wege von s nach ¢
Gesucht: kiirzester Weg P von s nach ¢, d.h. ) __p c(e) ist minimal

Bemerkung 0.0.1. Wenn negative Kantenlingen erlaubt sind, dann ist das Problem NP-schwer.

LINEARE ZUORDNUNGSPROBLEM

Gegeben: G = (AU B, E) vollstandig bipartiter Graph mit |A| = |B|, ¢ :
E — Ry, F ist die Menge der perfekten Matchings

Gesucht: perfektes Matching M C E mit ¢(M) minimal

RUCKSACKPROBLEM

Gegeben: n Gegensténde, jeder Gegenstand hat einen Wert ¢; und ein Ge-
wicht w;, i =1...,n, B € Nist die Kapazitiat vom Rucksack

Gesucht: FC{l,...;n} mit w(F) =3} _.pw(e) < B und c¢(F) maximal

Das Rucksackproblem kann als ganzzahliges lineares Program geschrieben werden:

_J 0 fallsj¢gF
i1 1 sonst

n
max E C; g
i=1

n
i=1

T; € {0, 1}
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Abbildung 1: links: zwei Subtouren, rechts: eine Tour

TSP - TRAVELING-SALESMAN-PROBLEM

Gegeben: K, = (V, E) vollstdndiger Graph mit |[V|=n
D = (dij);—y.p j=1. ., Distanzmatrix
Gesucht: Eine Tour, die jeden Knoten genau einmal besucht und am Ende

wieder zum Ausgangsknoten zuriickkehrt

IP-Formulierung fiir das TSP:

- _J 1 falls Knoten j direkt nach Knoten ¢ besucht wird
Tii =1 0 sonst

n o n
min E E dijzij

j=1i=1

n
sty mij=1 Vi=1,..n
=1

wy=1 Vi=1,...,n
j=1

Subtourungleichungen:

S ay<lUl-1 Yo£UCV
i,j€U

zij € {0, 1}

CHINESE-POSTMAN-PROBLEM

Gegeben: G=(V,E),l: E— R, Kantenlinge

Gesucht: Eine Wanderung, die jede Kante mindestens einmal besucht (Kan-
ten, die zweimal besucht werden, zéhlen doppelt) und am Ende
wieder zum Postamt zuriickkehrt.

MAXIMALES-CLIQUE-PROBLEM

Gegeben: G=(V,E)
Gesucht: C' CV mit C einer Clique, d.h. G(C) ist ein vollstindiger Graph
mit |C| maximal

Dieses Problem ist dquivalent zu folgendem Problem:

Gegeben: G=(V,E)
Gesucht: U C V mit U einer unabhéngigen Menge mit |U| maximal.

Definition 0.0.2. Eine Menge von Knoten eines Graphen G heift unabhéingig (oder auch stabil),
wenn keine zwei Knoten der Menge verbunden sind.

Definition 0.0.3. Eine Problemklasse P lidsst sich linear auf eine Problemklasse @) reduzieren,
falls es zwei Funktionen f und g gibt mit



[t

. f und g konnen in linearer Zeit berechnet werden.

2. f bildet Instanzen aus P auf Instanzen aus @ ab.

w

. g bildet eine Losung s von der Instanz f(x) auf eine Losung der Instanz x ab.

>

s ist optimal in f(z) < g(s) ist optimal in z
P Q

v —I f(a)

Jor
S

P und @ heiften dquivalent, wenn sie sich gegenseitig in linearer Zeit reduzieren lassen.

g(s) ——

Beispiel 0.04. f(G) =G g(V)=V



Kapitel 1

Spannbaumprobleme und
Arboreszenzen

1.1 Problemstellung und Optimalitatskriterien fiir MST

Definition 1.1.1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und 7' = (V| E’) ein Baum mit £’ C E,
dann heiftt 7" Spannbaum von G.

MINIMALES-SPANNBAUM-PROBLEM (MST)

Gegeben: G = (V, E) ein zusammenhingender Graph, ¢: E — R
Gesucht: Spannbaum T = (V, E’) von G = (V, E) mit minimalem Gewicht

AT) =Y eem cle)

Satz 1.1 (Cayley, 1889). Der vollstindige Graph K, hat n"~2 verschiedene Spannbiume.

Wir kénnen diesen Satz mit dem Matrix-Baum-Satz beweisen und bezeichnen die Anzahl
der Spannbédume eines Graphen G mit 7(G). Aufierdem bezeichnen wir fiir eine n x n Matrix K
die Teilmatrix, die man erhélt, wenn man die u-te Zeile und v-te Spalte streicht, mit K,,,.

Satz 1.2 (Matrix-Baum-Satz ohne Beweis). Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n, A die
Adjazenzmatriz von G, D = diag(d(1),d(2),...,d(n)) und K = D — A die sogenannte Kirchhoff-
Matriz (oder Laplace-Matriz) von G. Dann gilt

T(G) = (—1)u+v det(Kuv) Yu,v=1,...,n

Beweis. (des Satzes von Cayley [Tl mit dem Matrix-Baum-Satz)
Fiir den vollstéandigen Graphen gilt:

n—1 -1 .. -1

: . . -1
—1 oo —1 n-—1
nxn

Nun setzen wir u = v = 1. Wenden wir den Matrix-Baum-Satz an, erhalten wir:
n-1 -1 - -1
F(Kp) = det(Ky) —=det | 4 "1
: " " -1
-1 . =1 n-—1 (n—1)x(n—1)



Um die gesuchte Determinante zu berechnen, addieren wir die Zeilen 2 bis n — 1 zur ersten Zeile
und danach die erste Zeile zu den restlichen Zeilen, d.h.

1 1 1
1 n—1 -1 - -1
det(Ku) = det
-1
-1 L n=1 o)
0 n 0 0
= det
: " 0
0 o o 0 e

Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemete ist, erhalt
man 7(K,) = n""2. O

Wir werden den Satz von Cayley noch anders beweisen. Dieser Beweis wurde erst kiirzlich
gefunden und ist im Moment wohl der einfachste Beweis.

Beweis. (Pitman, 1999) Der Beweis beruht auf dem Prinzip des doppelten Abzihlens. Wir z&hlen
labeled rooted trees (LRT, gelabelte Wurzelbdume), d.h. die Kanten eines Wurzelbaums bekommen
paarweise verschiedene Labels zwischen 1 und n — 1 und sind per Definition von den Blattern zur
Wurzel gerichtet. Wir zéhlen diese Objekte auf zwei verschiedene Arten.

1. Es gibt n(n — 1)! Moglichkeiten einen Spannbaum in einen LRT umzuwandeln (n mogliche
Wurzeln, (n — 1)! unterschiedliche Labels) = #(LRT) = n(n — 1)!7(K,,).

2. Nun berechnen wir auf wie viele Arten man durch schrittweises Hinzufiigen gerichteter Kan-

ten aus einem leeren Graphen einen gelabelten Wurzelbaum erzeugen kénnen. Fiir die erste
gerichtete Kante gibt es n(n — 1) Moglichkeiten.
Nach k gezeichneten Kanten ergibt sich folgende Situation: Es gibt n — k& Zusammen-
hangskomponenten und jede dieser Zusammenhangskomponenten ist ein LRT (siehe Ab-
bildung [[)). Die Anzahl der Knoten in der j-ten Zusammenhangskomponente sei n;
(j =1,...,n— k). Falls die k + 1-te neue gerichtete Kante in der ersten Zusammenhangs-
komponente startet, muss sie in der Wurzel starten und kann als Endknoten jeden beliebigen
Knoten auferhalb dieser Zusammenhangskomponente haben (da der Ausgangsgrad < 1 sein
muss). Das sind n — ny Moglichkeiten. Wir kénnen aber auch in jeder anderen Zusammen-
hangskomponente starten und erhalten insgesamt

m—ni)+(n—n2)+...+(n—np_p)=m—k)n—(n1+na+ ... +np_g)
=n—kn—n=n-k—1)n

Moglichkeiten in der (k + 1)-ten Iteration. Insgesamt ergeben sich also

]f[ nin—k—1)=n""1(n—-1)!
k=0

gelabelte Wurzelbaume.

Vergleichen wir nun die beiden Ausdriicke ergibt sich
nin — ! 7(K,) =n""1(n—1)!

woraus sofort 7(K,,) = n"~2 folgt. O



Abbildung 1.1: Konstruktion eines LRT nach 5 eingefiigten Kanten, es gibt 10 — 5 = 5 Zusam-
menhangskomponenten

Bemerkung 1.1.2. Es gibt im K,, mehr Spannbdume als Hamiltonsche Kreise. Trotzdem ist MST
in P und das TSP N 'P-schwer.

Bemerkung 1.1.3. Der Satz von Cayley zeigt, dass es zu aufwéndig ist, alle spannenden Bédume zu
enumerieren. Nimmt man an, dass 10° Biume pro Sekunde enumeriert werden kénnen, erfordert
dies bei n = 30 genau 30%%/10% Sekunden was ca. 7,25 - 1027 Jahren entspricht.

Das folgende Problem ist eng mit dem minimalen Spannbaumproblem verwandt:

MAXIMALES-WALD-PROBLEM (MWF)

Gegeben: G = (V, E) ein zusammenhingender Graph, ¢: E — R
Gesucht: kreisfreier Graph (Wald) W = (V/,E') mit V' C V und E' C E
mit maximalem Gewicht ¢(W) := 3" . c(e) hat

Bemerkung 1.1.4. Dieses Problem ist dquivalent zum MST. Hat man eine Instanz vom MST-
Problem, kann man neue Kantengewichte ¢/(e) := K —c(e) fiir alle e € E mit K = 1+max.cg c(e)
definieren. Da alle spannenden Biaume von G gleiche Kardinalitdt haben und ¢/(e) > 0 fiir alle
e € E gilt, ist ein maximaler Wald bzgl. ¢ auch ein minimaler Spannbaum bzgl. c¢. Umgekehrt
kann man in einer Instanz vom MWEF-Problem alle negativ gewichteten Kanten entfernen und
d(e) := —c(e) fiir die verbleibenden Kanten setzen. Nun fiigt man eine minimale den Graphen
zusammenhangend machende Kantenmenge F' mit beliebigen Kantengewichten hinzu. Lost man
flir diesen Graphen das MST-Problem und entfernt aus dem optimalen Spannbaum alle Kan-
ten aus F, dann resultiert daraus ein Wald mit maximalem Gewicht bzgl. der urspriinglichen
Gewichtsfunktion.

Wir geben nun ein Optimalitétskriterium fiir das MST-Problem an, mit dem wir spéter einen
Algorithmus entwickeln werden.

Satz 1.3 (Optimalitdtskriterium fiir Spannbéume). Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender
Graph, ¢ : E — R eine Gewichtsfunktion auf den Kanten und T = (V, E') ein Spannbaum von G.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. T ist ein minimaler Spannbaum.

2. Fiir jede Kante e = (x,y) € E\ E' gilt: Keine Kante des x-y-Weges in T hat ein hoheres
Gewicht als e.

3. Fiir jede Kante e € E' gilt: Ist C eine der beiden Zusammenhangskomponenten von T — e,
so ist die Kante e eine Kante mit minimalem Gewicht im Schnitt 6(V (C)).

Beweis. 1 = 2: Angenommen 2 gilt nicht, dann Je = (z,y) € E\ E’, 3f € E' und f liegt in T
am Weg von x nach y mit ¢(f) > c(e) = T := (T — f) + e ist wieder ein Spannbaum mit
e(T*) < ¢(T). Widerspruch.

2 = 3: Angenommen 3 gilt nicht, dann gibt es eine Kante ¢’ € E’, eine Zusammenhangskompo-
nente C' von T — ¢’ und eine Kante 3f" = (u,v) € §(V(C)) mit ¢(f’) < c(¢'). Es gilt f' & E’.
Dann werden u und v im Baum T eindeutig miteinander verbunden. Dieser eindeutige Weg
muss e’ enthalten. Widerspruch zu 2.



Abbildung 1.2: Optimalitdtskrierium fiir minimale Spannbdume. links: ITm Kreis muss c(e) >
max(c(g), c(f)) sein. rechts: Im Schnitt muss c(e’) < min(c(g’), ¢(f’)) sein.

3 = 1: Angenommen 7T erfiillt die Bedingung 3, 7™ sei jene Optimallsung des MST-Problems,
die mit T" eine maximale Anzahl an Kanten gemeinsam hat. Zu zeigen ist: T' = T™*.

Angenommen T # T* = Je = (z,y) € E\ E*. Sei C eine Zusamenhangskomponente von
T —eund D der Kreis in T* + e, dann 3f #e € DNJH(C) = T* + e — f ist wieder ein
Spannbaum. T™* ist optimal=- c(e) > ¢(f), und T erfillt die Bedingung 3 = ¢(f) > c(e).
D.h. ¢(e) = ¢(f) = T* + e — f ist optimal und hat eine Kante mehr mit 7' gemeinsam.
Widerspruch.

O
1.2 Ein allgemeiner Algorithmus fiir das MST-Problem

Idee: Betrachte die Kanten einzeln und entscheide, ob sie in den Baum aufgenommen werden oder
nicht.

e Griin farben heifit, die Kante kommt hinzu

e Rot farben heiftt, die Kante kommt nicht hinzu

Algorithmus 1.1 MST-Problem
while Es gibt eine ungefirbte Kante in G do
Wende eine der beiden folgenden Féarbungsregeln an:
Griine Regel: anwendbar, wenn ein Schnitt §(X) fiir ) # X C V von G existiert, fiir den gilt:

e §(X) enthilt keine griine Kante und
e §(X) enthélt mindestens eine ungefirbte Kante

Aktion: Wahle die billigste ungefarbte Kante im Schnitt und farbe sie griin.
Rote Regel: anwendbar, wenn ein Kreis C' in G existiert, flir den gilt:

e (' enthalt keine rote Kante und
e (' enthélt mindestens eine ungefarbte Kante

Aktion: Wihle die teuerste ungefiirbte Kante im Schnitt und firbe sie rot.
end while

Beispiel 1.2.1. 1. Rote Regel: C = {vy, v3,v4,v5} — Férbe (v1,v3) rot
2. Griine Regel: 6(X) = {(v1, v3), (v1,v4), (v1,05), (v2,v3)} — Férbe (v1,v4) griin
3. Griine Regel: 6(X) = {(v2,v3), (v1,v3), (v3,v4)} — Férbe (va,v3) griin
4. Griine Regel: 6(X) = {(v1,v5), (v4,v5)} — Férbe (v1,vs) griin
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Abbildung 1.3: Endergebnis des Algorithmus [T

5. Rote Regel: C = {v1,v4,v5} — Férbe (v4,vs) rot
6. Griine Regel: 6(X) = {(v1,v2), (v1,v3), (v3,v4)} — Férbe (v1,v2) griin
7. Rote Regel: C' = {v1,v9,v3,v4} — Férbe (vs,v4) rot

Lemma 1.2.2. (Farbungslemma von Minty) Sei G = (V| E) ein gerichteter Graph, dessen Kanten
grin, rot oder blau gefirbt sind. Sei e € E eine blaue Kante, dann gilt genau eine der beiden
Aussagen:

1. Es gibt einen ungerichteten Kreis, der e enthdlt, mit nur grinen und blauen Kanten, wobei
alle blauen Kanten im Kreis die selbe Orientierung haben.

2. Es gibt einen ungerichteten Schnitt, der e enthdlt, mit nur roten und blauen Kanten, wobei
alle blauen Kanten im Schnitt gleich gerichtet sind.

Abbildung 1.4: Graph zum Beispiel
Beispiel 1.2.3. In der Abbildung [ sind die beiden Fille aus dem Lemma veranschaulicht
(durchgezogen ist die Farbe Blau, strichliert die Farbe Rot und punktiert die Farbe Griin):
e Fall 1: e € E: C = {wg,v3,v1}
e Fall 2: e1: §(X) = {(v1,v4), (v2,v4), (v4,03)}

Beweis. [l oder B treffen zu: Sei e = (z,y) eine blaue Kante. Wir markieren die Knoten von G
nach folgender Regel:

e Markiere y

e Sei v bereits markiert und w unmarkiert. Falls v — w eine blaue Kante ist oder v — w
bzw. v «— w eine griine Kante ist, dann markieren wir w und setzen pred(w) = v.

Am Ende dieses Markierungsprozesses gibt es zwei Moglichkeiten:

1. x ist markiert:
y, x, pred(z), pred(pred(z)), ... ergibt einen Kreis, der die erste Aussagen des Lemmas
erfiillt.
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2. x ist nicht markiert:
Sei R = {v € V : v ist markiert}, dann gilt z ¢ R und y € R. Betrachte F :=
dT(R) U & (R). F enthilt keine griinen Kanten (Markierungsprozess, jede Kante im
Schnitt verbindet einen markierten mit einem nicht markierten Knoten). Auferdem
gehen alle blauen Kanten von F' in den Schnitt hinein. = F' ist ein Schnitt der die
Bedingung [ erfiillt.

M und & treffen nicht gemeinsam zu: Sei e = (z,y) eine blaue Kante, die in einem Schnitt
gemah Pl und einem Kreis geméfs [ liegt. Der Kreis hat eine Kante f # e die ebenfalls im
Schnitt liegt. = f ist griin oder blau, da f im Kreis liegt, und f ist rot oder blau, da f im
Schnitt liegt = f ist blau. f ist gleichgerichtet wie e im Kreis und f ist nicht gleichgerichtet
wie e im Schnitt. Widerspruch.

O

Farbungsinvariante des Algorithmus [T} Es gibt zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus
einen optimalen Spannbaum, der alle griinen und keine roten Kanten enthélt.

Lemma 1.2.4. Fir den Algorithmus Il gelten die folgenden beiden Aussagen:
1. Solange es ungefirbte Kanten gibt ist entweder die rote oder die grine Regel anwendbar.
2. Jede Anwendung der roten und grinen Regel erhdlt die Féarbungsinvariante.

Beweis. 1. folgt direkt aus dem Lemma von Minty [[Z2 wobei ungefirbte Kanten blau sind:
Orientiere die Kanten beliebig, entweder es gibt einen Kreis durch eine ungeférbte Kante e,
in der alle Kanten ungefirbt oder griin sind, oder es gibt einen Schnitt durch e, in dem alle
Kanten ungeférbt oder rot sind.

2. Induktion nach der Anzahl der gefarbten Kanten:

Induktionsanfang: keine Kante ist gefarbt, Aussage gilt trivialerweise
Induktionsschluss: Invariante bleibt giiltig nach Anwendung der griinen Regel:
Sei T ein optimaler Spannbaum laut Invariante vor der Anwendung der griinen Regel. Sei
e die jetzt griin gefarbte Kante. Falls e € 7™, sind wir fertig. Sei also e ¢ T™, dann erzeugt
e einen Kreis C' bzgl. T*.
griine Regel: Es gibt einen Schnitt 6(X) ohne griine Kanten und e ist die billigste Kante im
Schnitt.
Sei f € 6(X)NC und f # e, dann gilt f ist im Baum und im Schnitt, also ist f ungefarbt.
Wegen der griinen Regel gilt c(e) < ¢(f). Das Optimalitétskriterium 2 in Satz fiir 7™
garantiert ¢(f) < c(e). Daher gilt ¢(e) = ¢(f) und (T* — f) + e ist Optimallosung, die die
Invariante erhalt.
Induktionsschluss: Invariante bleibt giiltig nach Anwendung der roten Regel:
Sei T ein optimaler Spannbaum laut Invariante vor der Anwendung der roten Regel. Sei e
die jetzt rot gefarbte Kante. Falls e ¢ T, sind wir fertig. Sei also e € T, dann erzeugt e
einen Schnitt 6(X) bzgl. T*.
rote Regel: Es gibt einen Kreis C' ohne rote Kanten und e ist die teuerste Kante im Kreis.
Sei f € 6(X)NC und f # e, dann ist f nicht im Baum aber im Kreis, also ungeféarbt. Wegen
der roten Regel gilt ¢(e) > ¢(f). Das Optimalititskriterium 3 in Satz fiir T garantiert
c(e) < e(f) und daher ¢(e) = ¢(f). Damit ist (T — e) + f wieder ein optimale Spannbaum,
der die Invariante erfillt.

O

Insgesamt haben wir damit folgenden Satz gezeigt:

Satz 1.4. Algorithmus [ liefert einen optimalen Spannbaum.
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1.3 Die Spezialisierungen von Kruskal und Prim

Wir betrachten nun zwei Spezialfille des Algorithmus [l Der erste Algorithmus geht auf
Kruskal (1956) zuriick.

Algorithmus 1.2 Algorithmus von Kruskal

Gegeben: Ungerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit Kantengewichten ¢ : E —
R
Gesucht: Ein minimaler Spannbaum 7.
Sortiere die Kanten: c(ey) < ¢(ea) < ... < c(en)
Setze T := (V(G),0)
for i =1 tom do
if T+ e; enthalt keinen Kreis then
Setze T :=T + e;
end if
end for

Sei T' = (V, E) der momentane Wald (am Anfang gilt F(T) = () im Algorithmus, dann tritt
in jeder Iteration einer der beiden Fille auf:

1. Kante e; erzeugt Kreis: ¢; ist die teuerste Kante auf diesem Kreis wegen der Sortierung (rote
Regel).

2. Kante e; erzeugt keinen Kreis: e; verbindet zwei Zusammenhangskomponenten X und Y von
T. Weiters ist e; die einzige Kante in 6(X) N E(T + e;) und wegen der Sortierung ist e; die
billigste Kante in §(X) (griine Regel).

Daher ist dies ein Spezialfall des Algorithmus im vorigen Abschnitt.

Beispiel 1.3.1. Wir wenden den Algorithmus von Kruskal auf den Graphen in Abbildung [1 an.
Am Beginn sortieren wir die Kanten nach den Gewichten: c(vy,vq) < ¢(va,v3) < c¢(v1,v5) <
c(vg,v5) < e(v1,v2) < c(vs,v4) < e(vy,v3)

Dann werden der Reihe nach die Kanten (v, v4), (v2,v3), (v1,v5) zum Baum hinzugefiigt, da sie
keinen Kreis bilden. Die Kante (v4, vs) wiirde einen Kreis bilden und wird deshalb nicht hinzuge-
fiigt. Die Kante (v, v2) bildet keinen Kreis, und wird wieder hinzugefiigt.

Abbildung 1.5: Endergebnis des Algorithmus von Kruskal

Laufzeit einfache Implementierung: O(mlogn + n?)
e O(mlogm) = O(mlogn) zum Sortieren der Kanten
e Eine Union-Find-Datenstruktur verwaltet die Zusammenhangskomponenten wihrend des
Algorithmus. Man verwaltet also ein Array ZK von Knoten mit ZK[v] = k falls v in Zusam-

menhangskompontente mit Nummer % liegt. Am Beginn wenn es noch keine Kanten gibt
gilt ZK = [1,2,...,n]. Dadurch kann man in O(1) testen, ob eine neue Kante e = (u,v)

13



einen Kreis schliefit. Dies ist ndmlich genau dann der Fall, wenn ZK[u] = ZK[v]. Gilt
ZKu] # ZK|[v] kann die Kante eingefiigt werden und alle Knoten w mit ZK[w] = ZK[v]
werden auf ZK[w] := ZK|[u] geéndert. Dies kann in O(n) geschehen. Da insgesamt n — 1
Kanten eingefiigt werden ergibt das eine Laufzeit von O(n?).

effiziente Implementierung: Verwendet man bessere Datenstrukturen fiir das Union-Find Problem,
dann erhélt man eine Laufzeit von O(mlogn). Falls die Sortierung der Kanten schon gegeben ist,
kann man sogar O(ma(m,n)) erreichen, wobei a(m,n) die inverse Ackermannfunktion ist.

Der zweite Spezialfall von [l ist der Algorithmus [ von Prim (1957).

Algorithmus 1.3 Algorithmus von Prim

Gegeben: Ungerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E') mit Kantengewichten ¢ : E —
R
Gesucht: Ein minimaler Spannbaum 7.
Waihle einen beliebigen Knoten v € V(G) und setze T := ({v}, ).
while V(T) # V(G) do
Wihle die billigste Kante e = (x,y) € E(G) mit 2 € V(T), y ¢ V(T) und setze T :=T + e.
end while

Hier wird immer nur die griine Regel angewendet, da der Baum Schritt fiir Schritt erweitert wird.

Beispiel 1.3.2. Prim’s Algorithmus [[Z3 Wir wenden nun den Algorithmus von Prim wieder auf
den Graphen in Abbildung an und beginnen mit dem Knoten vs. Der billigste Nachbar ist der
Knoten vg, also ist (ve, v3) griin. Der billigste Nachbar von vy oder vs ist vy, also ist (v1,v2) griin,
usw...

Laufzeit: O(n) Schleifendurchléufe, O(n) fiir billigsten Nachbarn suchen. Daher hat der Algorith-
mus eine Laufzeit von O(n?). Man kann zeigen, dass dies fiir dichte Graphen (das sind Graphen
mit m = Q(n?)) bestmdglich ist.

1.4 Das Spannbaumpolytop

Satz 1.5 (Edmonds, 1970). Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender ungerichteter Graph mit
|V| = n. Dann ist das Polytop

Pi=qzel0]?9D: Y ae)=n—-1, >  a(e)<[X[-1 W#£XCV
e€E(G) e€E(G[X])

ganzzahlig, d.h. alle Ecken von P sind ganzzahlig. Die Ecken von P sind die Inzidenzvektoren der
Spannbdume von G. (P heift das Spannbaumpolytop von G.)

Beweis. e Sei T ein Spannbaum von G und z der Inzidenzvektor von 7. Dann ist x € P
wegen der Charakterisierung von Baumen (ein Spannbaum hat genau n — 1 Kanten und ist
kreisfrei). AuBerdem ist x ist Ecke von P da z(e) € {0, 1}.

e Sei x € P eine ganzzahlige Ecke. Dann ist = ein Inzidenzvektor einer Kantenmenge eines

kreisfreien Teilgraphens mit n— 1 Kanten, daher ist x wiederum Inzidenzvektor eines Spann-
baumes. Zu zeigen bleibt, dass es keine nicht ganzzahligen Ecken von P gibt.
Sei ¢ : E(G) — R eine beliebige Kostenfunktion und sei 7' ein Spannbaum, der mit Hilfe
des Algorithmus von Kruskal berechnet wurde. Sei E(T) = {f1,..., fn—1} wobei gilt
c(f1) < ... < e(fp—1) und weiters sei X3 C V(@) die Zusammenhangskomponente von
V(G),{f1,---fr}), die fr enthdlt (k=1,...,n—1).
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Sei z* der Inzidenzvektor von T'. Zu zeigen ist, dass =™ ist Optimallésung von

(LP) min > cle)x(e)
e€E(G)
st — > z(e) =1—-n
ecE(Q)
- 3 z(e) >1—|X| firvV0£AXCV
e€E(G[X])
x(e) >0
ist. Wir definieren uns fiir jede Menge () # X C V eine Dualvariable zx und fordern zx >
0 X £V(G):
(DP) max > (1—|X|)2x
{X:0#£XCV(G)}
st - > zx <c(e) Vee E(G)

{X:eCXCV(G)}
2v@) frei

Wir setzen 2%, = c(fi) — c(fx) fiir K =1,2,...,n — 2, wobei [ der erste Index, gréfer als k
ist, fiir den f;N Xy # 0 gilt, ZT/(G) = —¢(fn—1) und 2% =0 fir alle X ¢ {X, Xo,..., X,,_1}.

Wir zeigen, dass die oben definierte Losung fiir das duale Problem tatséchlich zuléssig ist.
Sei e = (v,w) € E(G), dann gilt:

Z zx = c(fi)

{X:eCXCV(G)}

wobei ¢ der kleinste Index ist, fiir den v,w C X; gilt. Es gilt ¢(f;) < c(e) da v, w in
verschiedenen Zusammenhangskomponenten von (V, {f1,..., fi-1}) liegen. Da auch 2%, =
c(fi) — e(fr) > 0 mit I > k gilt, konnen wir schliefen, dass z* tatséchlich eine zuléssige
Losung fiir das duale Problem ist.

Wir haben eine zuldssige Losung x* vom primalen Problem und eine zuldssige Losung z*
vom dualen Problem. Wir zeigen, dass z* und z* Optimallésungen sind, indem wir den Satz
vom komplementéren Schlupf anwenden.

Sei z*(e) > 0 und damit e € E(T'). Dann gilt

- Z zx = c(e).

{X:0£XCV(G)}

Also wird die entsprechende Nebenbedingung im dualen Problem mit Gleichheit erfiillt. Ist
schlielich z% > 0 so ist T[X] zusammenhéngend und die entsprechende primale Nebenbe-
dingung ist mit Gleichheit erfiillt. Daraus folgt mit dem Satz vom komplementéren Schlupf,
dass z* und z* Optimallésungen sind.

O

Bemerkung 1.4.1. Der Beweis des Satzes gibt einen alternativen Beweis zur Korrektheit des
Algorithmus von Kruskal
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1.5 Arboreszenzen mit minimalem Gewicht

Definition 1.5.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Dann heift G’ Branching, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. der zugrundeliegende ungerichtete Graph ist kreisfrei
2. der Eingangsgrad jedes Knoten ist kleiner gleich als 1, dh. 6~ (v) <1Vv eV
Ein zusammenhéngendes Branching heifit Arboreszenz.

Bemerkung 1.5.2. In einer Arboreszenz gibt es genau einen Knoten » € V mit 6~ () = 0. r heifst
die Wurzel der Arboreszenz.

Definition 1.5.3. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Dann heift die Arboreszenz A = (V, E')
spannende Arboreszenz falls £/ C E.

Abbildung 1.6: links ein Branching, in der Mitte eine Arboreszenz und rechts eine spannende
Arboreszenz (mit Wurzel vy)

In der Abbildung [CA sind ein Branching, eine Arboreszenz und eine spannende Arboreszenz
dargestellt. Ahnlich wie im ungerichteten Fall gibt es auch hier eine Charakterisierung von Arbo-
reszenzen:

Satz 1.6. Sei G = (V, E) ein Digraph mit n Knoten. Dann sind die folgenden acht Aussagen
dquivalent:

1. G ist eine Arboreszenz mit Wurzel r.
2. G ist ein Branching mit n — 1 Kanten und 6~ (r) = 0.
3. G hat n — 1 Kanten und jeder Knoten ist von r aus erreichbar.

4. Jeder Knoten ist von r aus erreichbar, aber das Entfernen einer beliebigen Kante zerstort
diese Figenschaft.

5. G erfillt 57(X) # 0 fiir alle X C V(G) mit r € X, die Entfernung einer beliebigen Kante
von G zerstort jedoch diese Eigenschaft.

6. 6~ (r) =0 und fiir jedes v € V(G) \ {r} gibt es einen eindeutig bestimmten r-v Weg.
7.67(r) =0 und |6~ (v)| =1 fir alle v € V(G) \ {r}, und G ist kreisfrei.

8. 07(r) =0 und |6~ (v)| <1 fir alle v e V(G) \ {r}, und jeder Knoten v € V ist von r aus
erreichbar.

Bemerkung 1.5.4. Es gibt allerdings auch Unterschiede zum ungerichteten Fall:

1. Es gibt Graphen die keine spannende Arboreszenz besitzen (Abbildung 7).
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Abbildung 1.7: links ein Graph ohne spannende Arboreszenz, in der Mitte eine maximale Arbo-
reszenz bzgl. Inklusion, rechts eine maximale Arboreszenz bzgl. Kardinalitit

2. Im ungerichteten Fall hat jeder Spannbaum gleiche Kardinalitéit. Im gerichteten Fall gibt es
Arboreszenzen, die maximal bzgl. Inklusion sind, aber nicht maximal bzgl. der Kardinalitét
(Abbildung ).

In diesem Abschnitt wollen wir Algorithmen fiir folgende drei Problemstellungen angeben.

MINIMALES-GEWICHTETES- ARBORESZENZEN-PROBLEM (MINWA)

Gegeben: G = (V, E) ein gerichteter Graph, ¢: E — R
Gesucht: A = (V,E’) spannende Arboreszenz mit minimalem Gewicht
c(A) := > cp cle), oder entscheide, dass es keine solche gibt.

MAXIMALES-BRANCHING-PROBLEM (MAXB)

Gegeben: G = (V, E) ein gerichteter Graph, ¢: E — R
Gesucht: B = (V/,E') mit V' C V, E/ C E Branching mit maximalem
Gewicht ¢(B) := > g c(e)

MINIMALES-GEWICHTETES- WURZEL- ARBORESZENZ-PROBLEM (MINGWA)

Gegeben: G = (V, E) ein gerichteter Graph, ¢: E =R, r € V
Gesucht: A = (V, E’) spannende Arboreszenz mit minimalem Gewicht und
r als Wurzel von A, oder entschiede, dass es keine solche gibt.

Lemma 1.5.5. Die obigen drei Probleme sind dquivalent.

Beweis. Hat man eine Instanz des MinWA-Problems kann man neue Kantenkosten ¢/(e) := K —
c(e) definieren, wobei K = max{|c(e)| : e € E} + 1. Berechnet man nun ein Branching mit
maximalem Gewicht, so ist dieses eine spannende Arboreszenz (da ¢/(e) > 0 fiir alle e € E gilt)
mit minimalem Gewicht bzgl. c.

Fiir einen Graphen G = (V, E) des MaxB-Problems kann man eine Wurzel r hinzufiigen und den
Graphen G’ = (VU {r}, EU{(r,v) : v € V}) mit der Gewichtsfunktion ¢/(e) = c(e) fiir alle e € F
und ¢(e) = 0 fiir alle e € E’'\ F betrachten. Nun sieht man sofort die Aquivalenz der beiden
Probleme.

Hat man schlieklich eine Instanz des MinGWA-Problems mit der Wurzel r gegeben, fiigt man
wiederum einen Knoten s und die Kante (s, 7) mit Gewicht 0 hinzu. Damit erzwingt man, dass r,
nach dem Loschen der Kante (s,7), die Wurzel ist. Damit sind die Probleme &quivalent. O

Da die Probleme aquivalent sind, geniigt es einen Algorithmus fiir das Max-Branching-Problem
zu finden. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢(e) > 0 Ve € E, da nicht positive Kanten nie in
eine Optimalldsung aufgenommen werden.

Eine erste Idee: Relaxiere das Problem und suche eine Losung B’ C G, die die Bedingung
|07 (v)] < Tund ) p c(e) — max erfiillt mit der Greedy-Methode, d.h. fiige fiir jeden Knoten
die teuerste eingehende Kante hinzu. Ist die Greedy-Losung kreisfrei, haben wir eine Optimallésung
flir das urspriingliche Problem gefunden und wir kénnen aufhéren. Ist die Greedy-Losung nicht
kreisfrei, dann miissen wir mindestens eine Kante aus jedem Kreis 16schen, um zuléssig zu werden.
Das néchste Lemma zeigt, dass es ausreicht genau eine Kante aus jedem Kreis zu l6schen.
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Lemma 1.5.6. Sei By ein Teilgraph von G mit mazimalem Gewicht und |6~ (v)| <1 Vo € V(By).
Dann gibt es ein optimales Branching B von G mit |E(C) \ E(B)| =1 fir jeden Kreis C in By.

Beweis. Sei B ein optimales Branching mit so vielen Kanten von By wie moglich. Sei C' ein Kreis
von By mit E(C) \ E(B) = {(a1,b1), (a2,b2), ..., (ag,br)} mit & > 2 und ay,by, az,ba,...,ax, by
liegen in dieser Reihenfolge am Kreis. Wir behaupten, dass B einen Weg von b; nach b;_; hat
Vi=1,...k (bp = by). Das ist ein Widerspruch, da diese Wege einen Kreis in B bilden.
Betrachte B’ mit V(B’) = V(G) und E(B’) = {(z,y) € E(B) : y # b;} U {(a;,b;)}. Es gilt
¢(B') > ¢(B) (Greedy-Algorithmus) und da B optimal ist folgt ¢(B’) = ¢(B). Wegen der Definition
von B ist B’ kein Branching, d.h. B’ hat einen Kreis. Dann muss aber B’ einen b;-a; Weg enthalten
und damit auch B einen b;_1-b; Weg. O

Dieses Ergebnis motiviert den folgenden Algorithmus, der von Edmonds (1967) entwickelt
wurde. In der Abbildung ist der Ablauf des Algorithmus schematisch dargestellt.

Algorithmus 1.4 Edmond’s Branching Algorithmus
Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E) mit Kantengewichten ¢: F — R
Gesucht: Ein maximales Branching B in G
1: Setze i := 0, Go = G und ¢y := c.
2: Konstruiere einen Untergraphen B; von G; mit maximalem Gewicht unter der Nebenbedin-
gung, dass jeder Knoten Eingangsgrad < 1 hat.
3: if B; enthélt keine Kreise then
4:  Setze B := B; und goto [[d
5: else
6:  {Schrumpfung}
7.
8
9

Konstruiere (Gj41, ¢i+1) aus (G, ¢;) durch Schrumpfung aller Kreise in B;.
Kontrahiere jeden Kreis C' zu einem Knoten vc.
: fore=(z,y) € E(G;) mit z¢ V(C), y € V(C) do
10: Setze ¢;11(€') := ci(e) — ¢;(€) + ci(ec) und ®(e’) := e, wobei €’ := (z,v¢), € = (z,y) €
E(C) und ec ein Bogen in C' mit minimalem Gewicht.

11:  end for

12:  i:=i+1 und goto Bl

13: end if

14: while 7 # 0 do

15 {Expansion}

16:  for Kreise C' in B;_; do

17: if Es gibt eine Kante ¢/ = (z,v¢) € F(B) then

18: 1Setze E(B) :=(E(B)\e)Ud(e)U(E(C)\ ®(e))
19: else

20: Setze E(B) := E(B) U (E(C) \ ec)

21: end if

22:  end for
23:  Setze V(B) := V(Gji-1), i :=i—1 und goto [[d
24: end while

Der Algorithmus konstruiert also eine Folge von Graphen G = G, G1, ..., G und Kantenge-
wichte ¢ = cg, ¢q, ..., ci. Diese Folge wird fortgesetzt bis die Greedymethode im Graphen Gy, fiir
das relaxierte Problem eine kreisfreie Losung und damit auch eine Optimallésung liefert. Wir miis-
sen also nur noch zeigen, dass der Algorithmus ein optimales Branching B; in G;, in ein optimales
Branching B;_; in G;_1 verwandelt. Mit Induktion folgt dann die Korrektheit des Algorithmus.
Man sieht leicht, dass bei der Expansion eines Kreises C' fiir jedes Branching B; in G;

ci—1(Bi—1) = ¢i(B;) + ¢i—1(C) — ci—1(ec)

Konstante
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folgt. Mit Lemma [C50 folgt dann, dass der Algorithmus [ korrekt ist. Da der Algorithmus
hochstens n Iterationen hat und jede Iteration in O(m) Zeit implementiert werden kann, hat der
Algorithmus eine Laufzeit von O(mn).
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8

Abbildung 1.8: Beispiel fiir den Algorithmus [CZt links der jeweilige Graph, in der Mitte das
Ergebnis der Greedy-Methode und rechts das aktuelle Branching mit Zielfunktionswert
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Kapitel 2

Kurzeste Wege

2.1 Grundlegende Definitionen und Problemstellung

Definition 2.1.1. Sei G = (V, E) ein (eventuell gerichteter) Graph. Dann heifst eine Folge von
Knoten vy, ...,v, Wanderung, falls (v;,v;41) € E fir alle i = 1,...,k — 1. Sind die Knoten

paarweise verschieden heifft die Folge Weg und wir schreiben P = [vy, ..., vg].
Eine Folge von Knoten vy, ..., v heifst Kreis, falls vg = vy gilt, die Knoten vy, ..., v; paarweise
verschieden sind und (v;,v;41) € E fiir i = 0,...,k — 1. Wir schreiben C = [vg, vy, ..., vx].

In diesem Kapitel mochten wir fiir einen gerichteten Graphen G = (V, E) mit Kantengewichten
¢ : E — R einen kiirzesten Weg P zwischen zwei Knoten s und ¢ finden, d.h. einen Weg mit
minimalem Gewicht

ecE(P)

oder entscheiden, dass ¢t von s aus nicht erreichbar ist. Von nun an schreiben wir fiir s,t € V

d(s, 1) Lénge eines kiirzesten Weges von s nach ¢
S’ = . .
00, falls es keinen Weg von s nach t gibt

Sollte keine Verwechslung moglich sein, schreiben wir auch d(s, t) statt d°(s, t).

KURZESTE-WEGE-PROBLEM (SPP)

Gegeben: G = (V, E) ein gerichteter Graph, ¢c: E —= R, s € V
Gesucht: kiirzester Weg von s nach ¢ fiir alle t € V.

Bemerkung 2.1.2. Wenn wir keine Einschrinkung an die Kantenkosten treffen, ist das Problem
NP-schwer. Setzt man in einem Graphen alle Kantenlingen auf —1, so ist der kiirzeste Weg von
s nach ¢t ein Hamiltonscher Pfad (falls ein solcher existiert). Da das Hamiltonsche Pfadproblem
auf gerichteten Graphen ein NP-schweres Problem ist, ist auch das Finden eines kiirzesten Weges
ein A'P-schweres Problem. Schrinken wir uns auf Kantengewichte ein fiir die es keine Kreise mit
negativem Gewicht gibt, ist das Problem in polynomieller Zeit 16sbar.

Abbildung 2.1: Zusammenhang Kiirzeste-Wege-Problem und Hamiltonscher-Pfad-Problem
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Definition 2.1.3. Die Funktion ¢: E — R heift konservativ, falls jeder Kreis C' = [vp, ..., v;] in
G eine nicht negative Lange hat, d.h.

e€E(C)
gilt.

Bemerkung 2.1.4. Fiir konservative Kantengewichte gilt, dass die Lange der kiirzesten Wanderung
von s nach ¢ gleich der Lénge des kiirzesten Weges von s nach ¢ ist.

Bemerkung 2.1.5. Mo6chte man kiirzeste Wege in ungerichteten Graphen finden, kann man falls
alle Kantengewichte nicht-negativ sind, jede ungerichtete Kante durch ein Paar entgegengesetzt
gerichteter und gleichgewichteter Kanten ersetzen. Fiir negative Kanten funktioniert dieser Trick
nicht mehr, da der modifizierte Graph dann negative Kreise hat. Fiir ungerichtete Graphen ist das
Problem dennoch 16sbar, wird aber in dieser Vorlesung nicht behandelt.

Bemerkung 2.1.6. Die Algorithmen fiir das Kiirzeste-Wege-Problem sollen auch erkennen, ob es
einen negativen Kreis in G = (V, E) gibt und diesen gegebenfalls ausgeben. Andernfalls sollen die
kiirzesten Wege bestimmt werden.

Lemma 2.1.7. Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph und ¢ : E — R konservativ. Ist P =
[s,...,u,v] ein kirzester Weg von s nach v, dann ist P — (u,v) ein kiirzester Weg von s nach u.

Beweis. Angenommen W ist ein kiirzerer Weg von s nach u als P — (u,v). Dann unterscheiden
wir zwei Falle:

1. W hat v nicht als Zwischenknoten, dann ist W + (u,v) ein kiirzerer s-v-Weg als P und wir
haben einen Widerspruch.

2. W=]s,...,v,...,u] hat v als Zwischenknoten, dann gilt laut Annahme c¢(W) < ¢(P—(u,v)).
Daraus folgt
c(W + (u,v)) < ¢(P) < c(W").

wobei W’ dem Teilweg von W zwischen s und v entspricht. Damit ist aber W\ W' + (u, v)
ein negativer Kreis und wir erhalten einen Widerspruch.

O
Lemma 2.1.8. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und ¢ : E — R konservativ, dann gilt
d(s,v) <d(s,u) + c(u,v) V(u,v) € E.
Beweis. Folgt direkt aus Lemma EZT1 O

Definition 2.1.9. Sei 7 : V — R, dann heiflen
™ (u,v) := c(u,v) + w(u) —w(v) V(u,v) € E
reduzierte Kosten. Falls ¢™ (u, v) > 0 fiir alle (u, v) € E, dann heifst 7 (zuléissiges) Knotenpotential.

Beispiel 2.1.10. Man betrachte fiir den Graphen in Abbildung folgende Funktion: m(s) = 0,
m(1) = =3, n(2) = 2, 7(3) = 4, w(4) = 7. Dann gilt z.B. ¢"(2,3) =14+ 2 — 4 = —1 und fiir den
Pfad P = [s,1,3,4] ist ¢(P) =4 und ¢™(P) = ¢(P) + n(s) —7w(4) =44+0—-7= -3

Sei P = [v1,...,v;] ein Weg in G, dann ergibt eine einfach Rechnung

k—1 k—1

T(P) =Y " (vi,vi41) = Y (e(vi, vig1) + 7 (vi) — 7 (vig1)) =

Lo
= ( c(vi,le)) + 7(v1) — (o) = e(P) + w(v1) — w(vk).

Falls C = [vg, vy, ..., v ein Kreis ist, folgt analog zu oben ¢™(C') = ¢(C).
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Abbildung 2.2: Beispiel ZT.T0 Die Gewichte ¢ und ¢™ sind auf den Kanten dargestellt.

Bemerkung 2.1.11. Sei m : V — R, dann gilt

1. P ist genau dann ein kiirzester Weg von s nach ¢ bzgl. ¢, wenn P ein kiirzester Weg von s
nach t bzgl. ¢™ ist.

2. Fir jeden s-t-Weg P gilt ¢™(P) = ¢(P) + w(s) — w(t).
3. Fiir jeden Kreis C in G gilt ¢™(C) = ¢(C).

Satz 2.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit ¢ : E — R. Dann existiert genau dann ein
zuldssiges Knotenpotential, wenn ¢ konservativ ist.

Beweis. Sei m : V. — R zuléissig, dann ist ¢™(u,v) > 0 fiir alle (u,v) € E. Daraus folgt, dass
c¢™(C) > 0 fur alle Kreise C' in G gilt und daher ist ¢(C) = ¢™(C) > 0 fiir alle Kreise C'.

Sei umgekehrt ¢ konservativ, dann fiihren wir einen neuen Knoten s’ und Kanten (s',v) fiir
alle v € V ein. Weiters setzen wir ¢(s’,v) = 0. Dann hat dieser neue Graph keine negativen
Kreise und 7(v) = d(s',v) < co. Wegen Lemma EZTR gilt dann 7(v) < m(u) 4+ ¢(u,v) und daher
auch 0 < c(u,v) + 7(u) — w(v) fir alle (u,v) € E. Deswegen ist m(v) = d(s',v) ein zulissiges
Knotenpotential. O

Definition 2.1.12. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit ¢ : E — R konservativ. Eine
Arboreszenz A = (V', E") mit Wurzel s und allen von s aus erreichbaren Knoten heifit Kiirzeste-
Wege-Arboreszenz (oder Kiirzeste-Wege-Baum), falls der eindeutige Weg von s nach v in A ein
kiirzester Weg von s nach v in G ist.

Bemerkung 2.1.13. Eine Kiirzeste-Wege-Arboreszenz A = (V' E’) ist eine kompakte Repriisenta-
tion der kiirzesten Wege von s zu allen von s aus erreichbaren Knoten. (Abbildung Z3)

Abbildung 2.3: Kiirzeste-Wege-Arboreszenz fiir den Graphen im Beispiel ZT.T0l Hier sind alle
Knoten von s aus erreichbar, daher ist A eine spannende Arboreszenz.

Bemerkung 2.1.14. Man kann leicht zeigen, dass fiir konservative Kantengewichte eine Kiirzeste-
Wege-Arboreszenz existiert.

2.2 Ein allgemeiner Algorithmus zur Berechnung von kiir-
zesten Wegen

Wir geben nun ein Grundgeriist zur Berechnung von kiirzesten Wegen an. Im Algorithmus T
tritt zur Bestimmung von kiirzesten Wegen ein sogenannter Vorgéangergraph A = (V', E’) auf, der
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am Ende des Algorithmus den Kiirzesten-Wege-Baum darstellt (falls die Kantenkosten tatséchlich
konservativ sind). Dieser Graph sei durch V' = {v € V : pred(v) # null} U {s} und E' =
{(pred(v),v) : v € V' \ {s}} definiert.

Algorithmus 2.1 Kiirzeste-Wege-Problem

Gegeben: Gerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit beliebigen Kantengewichten
c:EF—R
Gesucht: Eine Kirzeste-Wege-Arboreszenz A = (V' E’)

INIT(G, s)

while 7 kein zuléssiges Knotenpotential do
TEST (u,v)

end while

INIT(G, s){ Unterroutine}
for allv € V do
m(v) = 0o
pred(v) = null
end for
7(s) =0

TEST (u, v){ Unteroutine}

if ¢™(u,v) <0 dh. 7(v) > ¢(u,v) + 7(u) then
m(v) = c(u,v) + w(u)
pred(v) = u

end if

Lemma 2.2.1. Im Algorithmus 21 gelten wdihrend der Ausfihrung folgende Bedingungen:
1. ¢™(u,v) <0 Y(u,v) € E
2. Jeder Kreis in A = (V' E') hat negatives Gewicht bzgl. ¢™ und c.

3. Falls in G von s aus kein Kreis mit negativer Linge erreicht werden kann, so ist A eine
Arboreszenz mit Wurzel s und A enthdlt fir alle v € V' \ {s} einen Weg von s nach v der
Léinge hichstens w(v), der durch P = [s,pred™ (v), ..., pred(pred(v)), pred(v),v,] gegeben
181.

U1 V2
/
u v Y 4
—% > ()
27T A

Abbildung 2.4: links: zur Bedingung [[l rechts: zur Bedingung

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach Anzahl der TEST (u, v)-Aufrufe. Nach der
Initialisierung sind die Aussagen [l bis Bl des Satzes offenbar erfiillt. Wenn vor einem TEST (u, v)-
Aufruf 7(v) < m(u)+c(u, v) gilt, wird nichts gedndert und die Aussagen bleiben richtig. In diesem
Fall ist also nichts zu zeigen.

1. Wenn vor einem TEST(u,v)-Aufruf m(v) > 7(u) + ¢(u,v) ist, dann gilt nach TEST (u, v):
™ (u,v) = 0. Weiters gilt ¢™(v,w) < 0 fiir alle Kanten (v,w) € E’ vor TEST(u,v) nach
Induktionsvoraussetzung. Da 7(v) in TEST (u,v) erniedrigt wird, kann ¢™ (v, w) = ¢(v, w) +
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m(v) — m(w) nur sinken und die Aussage bleibt nachher ebenfalls giiltig. Fiir Kanten, die
nicht mit v inzidieren bleibt alles unveréndert und damit ist die erste Aussage bewiesen.

2. Sei C' = [vg, ..., vx] ein Kreis in A. Dann gilt nach Aussage[ll¢™(C') < 0. Sei 0.B.d.A. (vg, v1)
die letzte Kante, deren Hinzunahme den Kreis C' in einer Iteration geschlossen hat. Dann
galt vor dieser Iteration, dass m(v1) > ¢(vg,v1) + 7(vg), also ¢™ (v, v1) < 0 und damit auch
c™(C) =¢(C) < 0.

3. Fiir alle u € V' \ {s} gilt pred v # null. Sei v € V beliebig und betrachte die Folge v, pred(v),

pred(pred(v)), ..., dh. wir erhalten eine Folge v = wvg,v1,.... Zwei Félle konnen dabei auf-
treten:
(a) Die Folge erreicht s und bricht mit vy, = s ab. Dannist P = [s = vg, Uk—1, ..., V2, V1,00 =
v] ein Weg von s nach v, fiir den wegen Aussage [ll ¢™(P) < 0 gilt. Daher folgt mit der
Bemerkung ZTTT]

¢(P) < w(v) —w(s) < w(v) — d(s, s) = m(v).

(b) Irgendwann gilt v; = vj4; und C = [vj,Vj41,...,Vj4i1-1,v;] ist ein Kreis (wenn j
und ! minimal gew#hlt werden). Dieser Kreis hat wegen Aussage Bl negative Léinge.
Da 7(u) < oo fiir alle Knoten u € C' ist der Kreis C' von s aus erreichbar, was im
Widerspruch zur Annahme steht.

Wir zeigen noch, dass A eine Arboreszenz mit Wurzel s ist und verwenden dabei die Cha-
rakterisierung 8 von Satz [ Da jeder Knoten v € V' \ {s} einen eindeutigen Vorgénger
pred(v) hat, gilt [0~ (v)| = 1 fiir alle v € V'\ {s}. Ware |0~ (s)| > 1, dann wére der Eingangs-
grad jedes Knotens in A grofer gleich 1 und es gibt einen Kreis C, der nach Aussage B eine
negative Linge hat und von s aus erreichbar ist. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

O

Bemerkung 2.2.2. Falls der Algorithmus 2] terminiert, liefert A = (V' E’) eine Kiirzeste-Wege-
Arboreszenz, da

™ (u,v) >0 V(u,v) € E" (Algorithmus terminiert)
™ (u,v) <0 V(u,v) € E' (Bedingung [

Daraus folgt d°” (s,v) = 0 fiir alle in G von s aus erreichbaren Knoten v und damit ist A = (V', E’)
Optimallésung weil ¢™(u,v) > 0 fir alle (u,v) € E gilt. Die Linge eines kiirzesten Weges von s
nach ¢ entspricht dann dem Wert 7 (t).

In den néchsten Abschnitten geben wir eine geeignete Folge von Test(u, v)-Schritten an, die
garantiert dass der Algorithmus nach polynomiell vielen Schritten terminiert.

2.3 Der Algorithmus von Dijkstra

In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall c(e) > 0 fiir alle e € E. Die Idee des Algorithmus
von Dijkstra ist es, eine Menge @ C V von permanent markierten Knoten (das sind Knoten fiir
die 7(v) = d(s,v) gilt) zu finden, deren 7(v) dann im weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr
gedndert wird. Am Beginn des Algorithmus ist @ = {s} und in jeder Iteration fiigen wir einen
Knoten v € V' \ @ zu @ hinzu. Dieser Knoten v hat den kleinsten m(v)-Wert unter allen Knoten
in V\Q.

Die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra liefert der folgende Satz:

Satz 2.2. Der Algorithmus[ZA lost das Kiirzeste- Wege-Problem.
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Algorithmus 2.2 Algorithmus von Dijkstra

Gegeben: Gerichteter, zusammenhingender Graph G = (V, E') mit nicht-negativen Kantenge-
wichten ¢: £ — Rxq
Gesucht: Eine Kiirzsete-Wege-Arboreszenz A = (V/, E’)

INIT(G, s)
Q=10
while @ # V do
Wihle v € V' \ @ mit minimalem 7(u)
Q=Qu{u}
for all v in der Nachbarschaft von u do
TEST (u, v)
end for
end while

Beweis. Wir miissen zeigen, dass w(v) = d(s,v) fiir alle v € @ am Ende des Algorithmus gilt.
Dazu verwenden wir Induktion nach der Anzahl der Schleifendurchlaufe Am Anfang gilt Q = {s}
und 7(s) =0 =d(s,s).

Fiir den Induktionsschritt sei u € V' \ @ der zu @ hinzugefiigte Knoten. Angenommen: 7(u) >
d(s,u). Sei P = [s = vp,v1,...,0; = u] ein Weg der Lange d(s,u). Sei v; der erste Knoten in P
mit v; € Q. Dann ist ¢ > 1, da vg = s und s € Q und v;,_; € Q. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt w(v;—1) = d(s,v;—1). Nach dem TEST-Schritt gilt am Ende der Iteration:

m(v;) < m(vim1) + c(vi—1,v;) = d(s,vi—1) + c(vi—1,v;) = d(s,v;) < d(s,u) < w(u)
was im Widerspruch zur Wahl von u steht. O

Laufzeit einfache Implementierung: O(n?)
Laufzeit mit Fibonacci-Heaps: O(m + nlogn)

Beispiel 2.3.1. Wir 16sen das Kiirzeste-Wege-Problem fiir den Graphen in Abbildung ZZRlund er-
halten folgende Tabelle (jede Zeile entspricht einer Iteration).

1=s 2 3 4 5
INIT 0 o0 00 o0 00
1 4, Vorganger: 1 00 o0 1, Vorgénger: 1
2 3, Vorgénger: 5 7, Vorgdnger: 5 4, Vorgénger: 5
3 5, Vorganger: 2 4, Vorginger: 5
4 5, Vorganger: 2

Die ersten beiden TEST-Aufrufe noch einmal detailliert:
1. TEST(1,2): m(2) > ¢(1,2) +7(1)? ja, dh. 7(2) =4+ 0 und pred(2) =1

2. TEST(1,5): w(5) > ¢(1,5) + w(1)? ja, dh. m(5) = 1+ 0 und pred(5) =1

Abbildung 2.5: Beispiel 23]
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2.4 Der Algorithmus von Bellmann und Ford

In diesem Abschnitt betrachten wir positive und negative Kantenlngen. Fiir diesen allgemeinen
Fall liefert der Algorithmus von Dijkstra nicht mehr die Optimallosung.

Beispiel 2.4.1. Versuche wir das Kiirzeste-Wege-Problem fiir den Graphen in Abbildung X8 mit
dem Algorithmus von Dijkstra zu l6sen, erhalten wir folgende Tabelle:

= e W

Diese Ergebnis ist jedoch falsch, da d(1,2) = 0 gilt.

Abbildung 2.6: Beispiel EZ4T]

Der folgende Algorithmus von Bellmann und Ford 16st auch dieses allgemeinere Problem. Wie-
derum geben wir nur eine genaue Abfolge der Test(u, v)-Schritte vor.

Algorithmus 2.3 Algorithmus von Bellmann und Ford

m(v) =00 Vv eV
m(s) =0
pred(v) = null Vo € V
for k=1ton—1do

for all (u,v) € E do

TEST (u,v)

end for

end for

Lemma 2.4.2. Am Ende von Phase k =1,...,n—1 im Algorithmus[Z3 gilt m(v) < min{c(P) : P
ist ein Wege von s nach v mit hichstens k Kanten}.

Beweis. Wir zeigen dieses Lemma mit Induktion nach der Anzahl der Phasen: Fiir £ = 1 ist die
Aussage trivial. Induktionsschritt: Wir zeigen, dass fiir alle v € V nach der Phase k der Wert m(v)
hochstens so grof ist wie jeder Weg von s nach v mit genau k Kanten. Da die Werte 7(v) im
Laufe des Algorithmus nicht erhéht werden, folgt die Aussage mit der Induktionsvoraussetzung.
Sei P = [s = vg,...,vx = v] ein Weg von s nach v, der genau k Kanten enthélt. Dann ist
der Weg W = [s = vp,...,v5—1 = u] ein Weg von s nach vi_; mit k& — 1 Kanten und nach
Induktionsvoraussetzung gilt 7(vi—1) < ¢(W). Wir betrachten die Kante (vg_1,vx) in der k-ten
Phase. Nach TEST (v;—1, vx) gilt:

m(vg) < m(vk—1) + c(vg—1,vE) < (W) + c(vg—1,v) = c(P).
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Bemerkung 2.4.3. Dieses Lemma gilt fiir beliebige Kantengewichte, also auch falls der Graph
negativen Kreise hat.

Satz 2.3. Sei G ein Graph mit konservativen Kantenlangen, dann liefert der Algorithmus von
Bellmann und Ford [ZZ3 eine spannende Kiirzeste- Wege-Arboreszenz.

Beweis. Fiir konservative Kantengewichte hat jeder kiirzeste Weg héchstens n — 1 Kanten und
mit dem Lemma ZZ2] ist alles gezeigt. O
Laufzeit: O(nm)

Beispiel 2.4.4. Wir losen das Kiirzeste-Wege-Problem fiir den Graphen in Abbildung 27 und er-
halten folgende Tabelle:

| S 1 2 3

0]0 o0 o0 00

110 3, Vorgénger: s 2, Vorgénger: s 0
0 —1, Vorgénger: v 2, Vorgénger: s 4, Vorgénger: vg

In der ersten Phase wurden die Kanten in dieser Reihenfolge getestet: (vs, v2), (v2,v3), (v2,v1),
(v3,8), (s,v2), (s,v1), und in der zweiten Phase: (vs,v2), (v3,s), (8,v2), (s,v1), (v2,v1), (v2,v3).
Dannach dndert sich nichts mehr.

Abbildung 2.7: Beispiel 2224

Wir méchten mit dem Algorithmus von Bellmann und Ford auch feststellen kénnen, ob es negative
Kreise gibt. Dazu fiihren wir am Ende des Algorithmus fithren wir fiir jede Kante (u,v) € E ein
TEST(u,v) durch. Dabei kénnen zwei Moglichkeiten auftreten:

1. w(v) < w(u)+c(u,v) ¥(u,v) € E Dann ist 7 ein zuléssiges Knotenpotential und es existieren
laut Satz 201 keine negativen Kreise.

Wenn kein negativer Kreis existiert, dann ist 7(v) = d(s,v) am Ende des Algorithmus von
Bellmann und Ford und

d(s,v) <d(s,u) + c(u,v) = w(v) < w(u) + c(u,v).

2. Sei w(v) > m(u) + ¢(u,v) am Ende des Algorithmus von Bellmann und Ford fiir eine Kante
(u,v). Wie finden wir den negativen Kreis? Betrachten wir von vy = u solange die Vorgénger,
dh. v; = pred(v;_1), bis einer der beiden Fille eintritt:

(a) Wir wiederholen zum ersten Mal einen Knoten, dh.v; = v;_;, also haben wir einen
Kreis, der nach Lemma 220l Bedingung Pl negative Lange hat.

(b) Wir gelangen zu v; = s und pred(s) = null (sonst liegt s in einem Kreis). Dann be-
haupten wir, dass v; = v fiir j > 0.
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2.5

Angenommen es wire P = [s = v;,...,09 = u, ] ein elementarer Weg von s nach v,
dann hat dieser Weg hochstens n — 1 Kanten. Aufserdem gilt:

¢(P)=c"(P)+m(v) — 7(s)
=c"(P)+ 7(v) weil pred(s) = null = 7(s) =0
< ™ (u,v) + m(v) weil fiir Kanten (u,v) gilt ¢"(u,v) <0
= c(u,v) + 7(u) — w(v) + 7(v) Definition von ¢™ (u,v)
= c(u,v) + m(u)
< m(v) negativer Kreis

Widerspruch zum Lemma

In beiden Féllen haben wir also einen Kreis negativer Lange gefunden. Aufferdem muss einer
der beiden Fille auftreten, da pred(v) # null fir alle v € V' \ {s} gilt. Damit kann man
fiir ein gegebenes s einen Kreis negativer Lénge finden, der von s aus erreichbar ist oder
feststellen, dass kein solcher existiert. Sucht man allgemein einen negativen Kreis, kann man
einen neuen Knoten s’ und neue Kanten (s, v) fiir alle v € V einfiihren. Da von s" ausgehend
nun jeder Knoten erreicht werden kann, kann s’ nun als gegebener Startknoten verwendet
werden um negative Kreise zu finden.

Kiirzeste Wege fiir alle Knotenpaare

KURZESTE WEGE ZWISCHEN ALLEN KNOTENPAAREN

Gegeben: G = (V, E), konservative Kantenlingen ¢ : £ — R
Gesucht: D = (dij)1<i<n 1<j<n mit dij = d(vi,vj) flir Yoy, v; € Vv

SN, 1x)>

erste Idee: Wir l6sen fiir jeden Knoten ein Kiirzestes-Wege-Problem, zB. mit dem Algorithmus

von Bellmann und Ford Laufzeit: O(n?*m)

zweite Idee: Wir berechnen in O(mn) ein zulissiges Knotenpotential 7 : V' — R mit dem Algo-

rithmus von Bellmann und Ford. Danach bestimmen wir in O(m+nlogn) fiir jeden Knoten
den kiirzesten-Wegbaum bzgl. ¢™ (> 0) mit dem Algorithmus von Dijkstra Laufzeit:
O(mn +n(m +nlogn)) = O(mn + n?logn)

dritte Idee: Algorithmus von Floyd und Warshall 221

Sei V = {v1,...v;}. Wir definieren d*(v;, v;) als die Liinge des kiirzesten Weges von v; nach
v; wobei dieser Weg nur die Knoten vy, ..., v, enthilt. Es gilt

0 sonst

O (vn,v;) = {c(vi,vj) falls (v;,v;) € E
dkﬂ(vi, vj) = min{dk(vi, Vi), dk(vi, Vgt1) + dk('l}k_l,_l, vj)}

Dynamisch Programmierung liefert einen O(n?)-Algorithmus. Dabei kénnen auch die kiir-
zesten Wege leicht mitgespeichert werden (sh. Algorithmus 224
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Algorithmus 2.4 Algorithmus von Floyd und Warshall

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, F) mit konservativen Kantengewichten ¢ : F — R
Gesucht: Lénge der kiirzesten Wege d(i,j) fiir alle Kanten (v;,v;) und eine Matrix P =
(p(i, J))1<i,j<n Wobei (p(i, ), v;) die letzte Kante eines solchen Weges ist.
d(i,j) =00 fir allei,j=1,...,n
d(i, j) :== c(vi,v;) falls (v;,v;) € E
d(i,i):=0furallei=1,...,n
p(i,j) =i firallei,j eV
for k =1ton do
for i = 1ton, i # k do
for j = 1to n, j # k do
if d(i,j) > d(i, k) + d(k,j) then
d(i,7) :=d(i, k) + d(k,7)
p(i.) = plk,5)
end if
end for
end for
end for
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Kapitel 3

Maximale Flusse in Netzwerken

3.1 Max-Flow-Min-Cut-Satz

In diesem Kapitel werden wir Algorithmen fiir das maximale Flussproblem entwickeln. Dieses
Problem kann als lineares Programm formuliert werden. Da die Restriktionen jedoch eine spezielle
Gestalt haben, kann ein dem Problem angepasste Losungsverfahren entwickelt werden. Von nun
an bezeichnen wir einen gerichteten Graphen G = (V| F) mit zwei ausgezeichneten Knoten s,t € V
und Kantenkapazitidten v : E — R als Netzwerk und schreiben dafiir (G, u, s,t). Der Knoten s
heifst Quelle und der Knoten ¢ Senke.

Definition 3.1.1. Sei (G, u,s,t) ein Netzwerk und f : E(G) — R>( dann definieren wir mit
exp(v):= Y fle)— > fle)
e€d (v) eedt (v)

den Uberschuss im Knoten v bzgl. f.
f heift Fluss wenn folgende Bedingungen erfiillt sind

1. f(e) <wu(e) Ve e E
2. exp(v) =0Vv e V\{s,t}

Der Wert eines Flusses f ist definiert als v(f) := —exys(s). Gilt exy(v) = 0 fiir alle Knoten v € V,
dann heiftt f Zirkulation oder Strémung.

Bemerkung 3.1.2. Die Gleichung exs(v) = 0 nennt man Flusserhaltungsgleichungen fiir den Kno-
ten v. Auf Grund der Flusserhaltungsgleichungen gilt v(f) = —exs(s) = exs(t) fir jeden Fluss f
in (G,u,s,t).

- Schnitt
(2,1)

Abbildung 3.1: Ein Netzwerk mit einem Fluss: auf den Kanten steht (u(e), f(e)) und der Schnitt
hat eine Kapazitdt von 7
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(1,1)

Abbildung 3.2: Auch das ist ein Fluss.

MaAX-FLOW-PROBLEM

Gegeben: Netzwerk (G, u, s,t)
Gesucht: Fluss f mit maximalem Flusswert v(f)

Bemerkung 3.1.3. Der Nullfluss, d.h. der Fluss mit f(e) = 0 fiir alle e € E, ist in jedem Netzwerk
zuldssig. Da der maximale Flusswert nach oben durch ),y u(s, ) beschrinkt ist und das Problem
als lineares Programm geschrieben werden kann, hat das maximale Flussproblem eine endliche
Optimallsung.

Wir werden spéter sehen, dass das maximale Flussproblem sehr eng mit dem sogenannten Min-
Cut-Problem verwandt ist. Ein Schnitt in einem Netzwerk (G, u, s,t) ist eine Partition (X, X) der
Knotenmenge V(G) mit s € X und ¢ € X. Die Kapazitiit eines Schnittes ist als die Summe aller
Kantenkapazititen der Kanten im Schnitt definiert, d.h.

(X, X) = Z u(e).
eest(X)

Damit konnen wir das Min-Cut-Problem formal definieren.

MIN-CUT-PROBLEM

Gegeben: Netzwerk (G, u, s,t) B
Gesucht: Schnitt (X, X) mit minimaler Kapazitit c(X, X)

Das néchste Lemma entspricht dem schwachen Dualitétssatz der linearen Optimierung.

Lemma 3.1.4. Sei (G,u, s,t) ein Netzwerk und (X, X) ein beliebiger Schnitt. Dann gilt fiir jeden
Fluss f

o(f)= Y fle= Y. fle) (3.1)
)

ecot(X) e€d— (X

und

o(f) < (X, X).
Beweis. Es gilt

o(f)= Y. fle)= > fle)

ecot(s) e€d(s)

-3 [ 3 - 3 s

vEX \e€s+(v) e€s—(v)

=0 VveX\{s}

STofle)= D> fle).

e€dt (X) e€d (X)
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Daraus schlief$t man sofort,

2SN fo- Y fes Y fes S ule) = c(XX).

e€s+(X) e€s—(X) ee5+(x ee5+(x)
——
>0

O

Bemerkung 3.1.5. Gelingt es also einen Fluss f und einen Schnitt (X, X) zu finden fiir den v(f) =
c(X, X) gilt, dann ist f ein maximaler Fluss und (X, X) ein minimaler Schnitt. Wir werden zeigen,
dass es fiir jedes Netzwerk tatséchlich eine Fluss f und einen Schnitt (X, X) mit v(f) = ¢(X, X)
gibt.

Definition 3.1.6. Sei (G, u,s,t) ein Netzwerk und f ein Fluss. Dann ist das Inkrementnetzwerk
(Gy,uy,s,t) folgendermafen definiert: Gy = (V(G), EY U E~) mit

ET = {(v,w): (v,w) € BE(G) und f(v,w) < u(v,w)}

und
E™ :={(v,w): (w,v) € E(G) und f(w,v)> 0}

und den Kapazititen uy : ET UE~ — Ry mit

up(v,w) = u(v,w) — f(v,w) falls (v,w) € BT
a flw,v) falls (v,w) € E~

Die Kanten in E heifen Vorwirtskanten von Gy, die Kanten in £~ nennt man Riickwértskanten.
Ein Weg P von s nach t in G¢ heifst f-augmentierender Weg. Den Fluss f entlang P um v zu
augmentieren, bedeutet einen neuen Fluss [’ := f @ P wie folgt zu konstruieren:

fv,w)+~ falls (v,w) € EY N E(P)
[ (v,w) =< f(v,w) —v falls (w,v) € E- N E(P)

flv,w) sonst

Bemerkung 3.1.7. Ist P ein augmentierender Weg und v = min{uy(e) : e € E(P)} > 0, dann kann
man sofort nachrechnen, dass f' = f @ P wieder ein zuléssiger Fluss ist und v(f’) = v(f) + ~ gilt.
Daraus folgt, dass es fiir einen maximalen Fluss f in Gy keinen augmentierenden Weg gibt.

Lemma 3.1.8. Sei (G,u,s,t) ein Netzwerk und f ein Fluss. Gibt es in Gy keinen augmentieren-
den Weg, dann ist f ein maximaler Fluss.

Beweis. Sei X = {v €V :vist in Gy von s aus erreichbar}. Dann gilt nach Definition s € X und
t € X weil es keinen augmentierenden Weg in G¢ gibt. Auf Grund der Definition von G folgen
auch die beiden Aussagen:

1. f(v,w) = u(v,w) fiir alle (v,w) € §(X)
2. f(v,w) =0 fir alle (v,w) € 6~ (X)
Damit gilt mit der Gleichung in BII)

= > fleo= D fleo= > ule)-0=cX,X).

e€st(X) e€s—(X) e€s+(X)

Insgesamt haben wir also den folgenden Satz bewiesen.
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Algorithmus 3.1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Gegeben: Netzwerk (G, u, s,t)
Gesucht: Ein maximaler Fluss f in G
Setze f(e) =0 alle e € E(Q)
while Es gibt einen f-augmentierenden Weg P in G do
Berechne v = min.cg(py uy(e)
Augmentiere f entlang von P um -~y
end while

Satz 3.1 (Ford und Fulkerson, 1956). Sei (G, u,s,t) ein Netzwerk, dann existiert ein Fluss f und
ein Schnitt (X, X) mit v(f) = ¢(X, X). Insbesonders sind der Wert eines mazimalen Flusses und
die Kapazitdt eines minimalen Schnittes gleich.

Der Beweis dieses Satzes motiviert den folgenden Algorithmus Bl

Wenn wir annehmen, dass alle Kapazititen ganzzahlig sind, dann sieht man leicht ein, dass
der aktuelle Fluss zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus ganzzahlig ist und auch die Kapazitdten
im Inkrementnetzwerk als Differenz von zwei ganzen Zahlen wieder ganzzahlig sind. Auferdem
erhoht sich der Wert des Flusses in jeder Iteration um mindestens 1. Ist U := max.cg u(e) dann
hat der minimale Schnitt eine Kapazitit von hochstens (n — 1)U. Daraus kann man folgern, dass
der Algorithmus Bl nach maximal (n — 1)U Iterationen abbricht. Da ein augmentierender Weg in
O(m) Zeit gefunden werden kann, terminiert der Algorithmus nach O(Unm) Zeit mit einem ganz-
zahligen maximalen Fluss. Damit ist dieses Verfahren jedoch nur pseudopolynomiell. Wir werden
spater die Wahl des augemntierenden Weges vorgeben und damit einen polynomiellen Algorithmus
erhalten.
Sind alle Kapazitdten rationale Zahlen, erhdlt man durch Multiplikation mit dem Hauptnenner
wiederum ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitidten und der Algorithmus Bl terminiert wieder
nach endlich vielen Schritten.
Fiir irrationale Kapazitdten gibt es allerdings Beispiele, in denen der Algorithmus nicht terminiert
und die Folge der Flusswerte nicht gegen den optimalen Flusswert konvergiert.

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir noch, dass Satz Bl auch mit Hilfe der Dualitéts-
theorie aus der linearen Optimierung bewiesen werden kann.

Beweis. (von Satz Bl mit Dualitétstheorie)

Sei (G, u, s,t) ein Netzwerk, dann fithren wir eine neue Kante (¢, s) mit u(t, s) = oo ein und suchen
eine Zirkulation, die den Fluss auf der neuen Kanten (¢, s) maximiert. Dieses Problem kann man
in folgender Weise als LP schreiben:

(LP) max x(t,s)
s.t. Ar = 0
0< z(e) <ule) Vee E

wobei A die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix von G + (t, s) ist. Fur das duale Problem verwenden
wir die Variablen y(e) > 0 fiir alle e € F und z(v) fiir alle v € V. Das duale Problem lautet damit

(DP) min e%%c)u(e)y(e)
st 2() —2(j) +y@,7) = 0 V(,j)€ EG)
z(t)—z(s) > 1
y(i,j) = 0 V(,j) € E(G)

Die Koeffizientenmatrix, die die Nebenbedingungen des dualen Problems angibt, hat die Form
(ATT), wobei I die Einheitsmatrix ist. Da A vollstindig unimodular ist, ist auch (A7 I) vollstindig
unimodular und das duale Problem hat eine ganzzahlige Optimallosung. Sei (y*, z*) eine Optimal-
16sung vom dualen Problem, dann ist auch (y*, z* — a) fiir alle @ € R eine Optimallosung. Sei also
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(y*, z*) eine ganzzahlige Optimallésung mit z*(s) = 0. Dann definieren wir die beiden Mengen
S={veV:z(v) <0} und T={veV:z"(v)>1}.
(S, T) definiert nun einen Schnitt in (G, u, s,t) und

u(f) PUEENT u(e)yt(e)

e€E(Q)

> Y ule(e)

e€dt(9)

> 3 ule) | Z6)-20)
(i,5)€6F(9) >1 <0

> > u(e)=c(S,T).

(4,7)€6%(S)

Mit dem Lemma BT folgt nun der Satz. O

3.2 Der Algorithmus von Edmonds-Karp

Wie schnell ist der Algorithmus BV

1.-Tteration

2.-Tteration

Abbildung 3.3: Der Algorithmus Bl ist nur pseudopolynomiell.

Beispiel 3.2.1. Bei der Wahl der augmentierenden Wege in Abbildung bendtigt man 2N Ite-
rationen. Der Algorithmus Bl ist also nur pseudopolynomiell.

Der Algorithmus von Edmonds und Karp wurde 1972 verdffentlicht und schreibt die Wahl
des augmentierenden Weges vor. Wir miissen immer einen kiirzesten augmentierenden Weg im
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Inkrementnetzwerk wéhlen, dh. einen Weg von s nach ¢ mit einer minimalen Anzahl an Kanten.
In diesem Abschnitt beweisen wir, dass diese Vorschrift einen polynomiellen Algorithmus liefert.

1.-Tteration

2.-Tteration

Abbildung 3.4: Hier benétigt man nur zwei Iterationen.

Lemma 3.2.2. Sei f1, fo,... eine Folge von Flissen, wobei fir1 = f; @ P; und P; ein kiirzester
fi-augmentierender Weg in Gy, ist. Dann gilt

1. |E(Pk)| S |E(Pk+1)| fﬁ?” alle k.
2. |[E(Py)|+2 <|E(P)] fir alle k <r, so dass P, UP, ein Paar gegenliufiger Kanten enthdlt.

Beweis. Wir zeigen die beiden Aussagen getrennt:

Abbildung 3.5: Oben die zwei Pfade P, und Py;1 und unten der Graph Gy mit den Pfaden P;
und Ps.
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1. Wir definieren den Graphen Gj = (V, E}), der alle Kanten von den Pfaden P und Pj4
enthélt, wobei alle Paare gegenldufiger Kanten entfernt werden.

Bevor wir die erste Aussage des Satzes beweisen konnen, halten wir folgende zwei Tatsachen
fest:

e Ly C E(Gy,)
Es gilt P, C E(Gy,). Angenommen es gibt eine Kante e € E(Pry1) € E(Gy,,,) mit
e € E(Gy,), dann ist e neu hinzugekommen, also ist e eine entgegengesetzte Kante zu
einer Kante ¢/ € E(P;) C E(Gy,). Solche Paare entgegengesetzter Kanten kommen
aber in G, nicht vor.

e (G enthilt 2 kantendisjunkte Wege P; und P, von s nach ¢
Fiigen wir zu G zwei Kanten von t nach s ein, dann ist der neue Graph ein Eulergraph
im gerichteten Sinne. Der Graph ist also kantendisjunkte Vereinigung von gerichteten
Kreisen. Damit enthélt Gy, fiir jede der beiden zugefiigten Kanten (¢, s) einen Weg Py
und P», die kantendisjunkt sind.

Aus dem ersten Punkt folgt nun, dass P; und P> fi-augmentierende Wege sind. Da Py ein
kiirzester solcher Weg ist, folgt

|E(P)| < [E(P)] und  [E(F)] < [E(R)].
Insgesamt ergibt das
2(E(Py)| < |E(P1)| + |E(R)| < |E(Gy)| < |B(Pr)| + [ E(Petr)|
und damit |E(Py)| < |E(Piy1)]-

2. Fir den Beweis der zweiten Aussage betrachten wir k£ und r so, dass P, und P, entge-
gengesetzte Kanten haben, aber P; und P, fiir £ < ¢ < r kein solches Paar besitzen. Sei
G = (V, Eg) nun der Graph, der alle Kanten von den Pfaden P, und P, enthilt, wobei
wiederum alle Paare gegenldufiger Kanten entfernt werden. Dann gilt

e E(Gk) C E(Gfk)
Angenommen eine Kante e ist in E(P,) aber nicht in E(Gy, ). Dann ist e neu hinzuge-
kommen, also ist e entgegengesetzt zu einer Kante ¢’ in E(Py) oder E(Py41) oder ...
oder E(P,_1). Auf Grund der Wahl von & und r ist ¢’ € E(Py) und damit sind ¢’ und
e nicht in G.

e () enthélt 2 kantendisjunkte Wege P; und P> von s nach ¢
Der Beweis dieser Tatsache erfolgt analog wie oben.

Insgesamt gilt dann also, dass P; und P» fi-augmentierende Wege sind und
2|E(Py)| < [E(PL)| + [E(P2)| < |E(Gr)| < [E(P)| + |E(F)] -2

da mindestens ein Paar Kanten entfernt wurde. Daraus folgt |E(P)| + 2 < |E(F,)|, was zu
beweisen war.

O

nm

Satz 3.2. Der Algorithmus von Edmonds und Karp bendtigt hochstens “5* augmentierende Wege.

Beweis. Wir zéhlen, wie oft eine Kante e wihrend des Algorithmus als Bottleneckkante eines aug-
mentierenden Weges hochstens auftreten kann (e heifst Bottleneckkante wenn u(e) = minee p u(e)
und P ein im Algorithmus ausgewéhlter augmentierender Weg ist). Angenommen e ist eine Bott-
leneckkante bzgl. P, und P, mit k < r. Dann folgt mit obigem Lemma |E(Py)| + 4 < |E(P,)]|, da
e dann in P, liegen kann, falls es einen Weg P; mit k < i < r gibt, der die zu e entgegengesetzte
Kante enthélt. Da die Léinge jedes augmentierenden Weges kleiner gleich n ist, kann e héchstens %
mal eine Bottleneckkante sein. Dies gilt fiir jede Kante und deren entgegengesetzte Kante. Damit

gibt es maximal “3* augmentierende Wege. |
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Satz 3.3. Der Algorithmus von Edmonds und Karp liefert einen mazimalen Fluss in O(nm?).

Beweis. Mit Breitensuche kann ein augmentierender Weg in O(m) Zeit gefunden werden und es
gibt O(nm) augmentierende Wege. |

3.3 Blockierende Fliisse

In diesem Abschnitt méchten wir einen Algorithmus angeben, der noch schneller ist als der Algo-
rithmus von Edmonds und Karp. Die Idee des neuen Algorithmus beruht auf den folgenden zwei
Bemerkungen:

e Es ist nicht notwendig das Inkrementnetzwerk nach jedem augmentierenden Weg zu aktua-
lisieren.

e Wir benétigen im Inkrementnetzwerk nur Kanten, die auf kiirzesten Wegen liegen. Daher
miissen nicht alle Kanten berticksichtigt werden und wir erhalten einen Graphen mit spezi-
ellen Eigenschaften.

Bevor der Algorithmus angegeben wird, ben6tigt man noch folgende Definitionen :

Definition 3.3.1. Sei (G, u,s,t) ein Netzwerk und f ein zulissiger Fluss. Dann heiflt f blockie-
rend, wenn es im Graphen G’ = (V, E') mit E' = {e € E(G) : f(e) < u(e)} keinen Weg von s
nach t gibt.

Definition 3.3.2. Sei (G, u, s,t) ein Netzwerk und f ein zuldssiger Fluss, dann definieren wir den
Schichtgraph oder Levelgraph GJLc von Gy als

(V(G),{e = (u,v) € E(Gy) : dg,(s,u) + 1 = dg,(s,v)}) .

Abbildung 3.6: Ein blockierender aber nicht maximaler Fluss.

Bemerkung 3.3.3. Jeder maximale Fluss ist blockierend, aber nicht umgekehrt.

Bemerkung 3.3.4. GJLc ist azyklisch und kann in O(m) Zeit berechnet werden (z.B. mit Breitensu-
che).

Mit diesen beiden Definitionen kénnen wir nun den Algorithmus angeben.
Satz 3.4. Der Algorithmus [ZA findet in O(n?m) einen mazimalen Fluss.

Beweis. Ein blockierende Fluss kann in O(nm) Zeit berechnet werden, weil jeder augmentierende
Weg von s nach ¢ eine Lénge kleiner gleich n hat und fiir jeden augmentierenden Weg gibt es eine
Bottleneckkante, die geloscht werden kann. Die Anzahl der Iterationen ist mit n beschrankt, da die
Linge der kiirzesten Wege in jeder Iteration zunimmt. Die Gesamtlaufzeit ist daher O(n?m). O

Bemerkung 3.3.5. Die Konstruktion eines Schichtgraphens und das Auffinden eines blockierenden
Flusses kann sogar in O(n?) Zeit erfolgen. Mit dieser Verbesserung ergibt sich fiir den Algorithmus
T2 eine Gesamtlaufzeit von O(n?).
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Abbildung 3.7: Ein Beispiel fiir einen Levelgraphen.

Algorithmus 3.2 Algorithmus von Dinic
Gegeben: Netzwerk (G, u, s, 1)
Gesucht: Ein maximaler Fluss f in G

1: Setze f(e) =0 alle e € E(Q)

2: Erstelle den Levelgraphen G]Lc von Gy

3: Bestimme einen blockierenden Fluss f’ in G]Lc
4: if v(f’) =0 then

5:  Optimallésung gefunden

6: else

7:  Augmentiere f um f’ und goto &

8: end if

3.4 Push-Relabel-Algorithmus von Goldberg und Tarjan

Wir haben gezeigt, dass ein Fluss f : E — R>¢ genau dann ein maximaler Fluss in einem Netzwerk
(G, u,s,t) ist, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

L fe) <ule)
2. ex¢(v) =0 Vv e V\{s,t}
3. es gibt keinen Weg von s nach t in Gy

In den bisherigen Algorithmen war [l und B immer erfiillt und das Ziel war es, das Optima-
litdtskriterium Bl zu erreichen. In diesem Kapitel wihlen wir einen neuen Zugang. Wir halten [
und B fest und terminieren falls B erfiillt ist. Das heifit, wir arbeiten wihrend des Algorithmus
nicht mit einem Fluss, sondern mit einem sogenannten Prafluss, der in folgender Definition formal
eingefiihrt wird.

Definition 3.4.1. Sei (G, u,s,t) ein Netzwerk, dann heift f : E — R>( Préfluss, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. f(e) < wuf(e) fiir alle e € E(G)
2. exp(v) > 0 fiir alle v € V'\ {s}.

Ein Knoten v € V' \ {s, ¢} heifit aktiv, falls exy(v) > 0 ist.
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Bemerkung 3.4.2. Das Konzpt des Inkrementgraphen G kann direkt von Fliissen auf Préafliisse er-
weitert werden. Wir werden spéter davon sprechen, den Prifluss f entlang einer Kante e € E(G)
um 7 zu augmentieren. Dies bedeutet, dass wir den Fluss auf e um  erhohen falls e eine Vor-
wartskante ist und ansonsten den Fluss auf der zu e entgegengesetzen Kante um ~ Flusseinheiten
zu verringern.

Ein weiteres wichtiges Konzept fiir den Push-Relabel-Algorithmus ist eine Distanzmarkierung.
Diese stellt sicher, dass Bl wahrend des Algorithmus erfiillt bleibt.

Definition 3.4.3. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und s, ¢, € V. Dann heifst eine Funktion
d : V — Ny Distanzmarkierung falls

1. d(s)=n

2.d(t)=0

3. d(u) < d(v) + 1 fiir alle e = (u,v) € E(Q)

Eine Kante (u,v) heift zuléssig, falls d(u) = d(v) + 1 ist.

Bemerkung 3.4.4. Sei P = [v,v1,...,v, = t] ein Weg von v nach ¢ in G. Dann gilt
d(’U) Sd(’Ul)—f—l Sd(’l)g)-ﬁ-QS Sd(’l}k)-i-k:d(t)—f'k?:k,

dh. d(v) ist hochstens so groft wie die Lange des kiirzesten Weges von v nach ¢.

Bemerkung 3.4.5. Ist f ein Prafluss und d eine Distanzmarkierung in G, dann gilt d(v) < |P] fir
jeden Weg P von v nach ¢ in Gy. Da d(s) = n gilt, ist ¢ von s aus nicht erreichbar, weil jeder Weg
eine Léange kleiner gleich n — 1 hat.

Ist f sogar ein Fluss und d eine Distanzmarkierung in G’y dann ist f optimal.

Algorithmus 3.3 Push-Relabel-Algorithmus
Gegeben: ein Netzwerk (G, u, s, 1)
Gesucht: ein maximaler Fluss f
Setze f(e) := u(e) fiir jedes e € 67 (s)
Setze f(e) := 0 fiir jedes e € E(G) \ 67 (s)
Setze d(s) :=n und d(v) := 0 fir alle v € V(G) \ {s}
while es gibt einen aktiven Knoten v do
if kein e € (%f (v) ist zuldssige Kante then
RELABEL(v)
else
sel e € c%f (v) eine zuldssige Kante und PUSH(e)
end if
end while

PUSH(v, w){ Unterroutine}
Setze «y := min{exf(v), ur(v,w)}
Augmentiere f entlang e = (v, w) um =y

RELABEL(v){ Unterroutine}
Setze d(v) := min{d(w) +1: (v,w) € E(Gy)}

Beispiel 3.4.6. In Abbildung B4l ist zuerst das Ausgangsnetzwerk zu sehen, und dann die Inkre-
mentnetzwerke mit Distanzmarkierungen, Uberschiissen und Kapazitéiiten. Strichlierte Kanten sind
nicht erlaubt, da die Distanzmarkierungen der Endpunkte nicht passen. Als erstes wird der Knoten
2 ausgewidhlt. Es gibt keine zuldssige Kante, also wird gerelabelt zu 1+ min{4,0} = 1. Danach ist
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Abbildung 3.8: Graphen zum Beispiel BZ0

die Kante (2, t) zuléssig, und es werden 4 gepusht. Jetzt ist der Knoten 3 der einzige aktive Knoten
aber es gibt keine zuldssigen Kanten, also wird zu 1+ min{4, 1,0} = 1 gerelabelt. Dann wird iiber
die Kante (3,t) eine Einheit gepusht. Dann wird der Knoten 3 auf 1 4+ min{4,1} = 2 gerelabelt,
und iiber (3,2) eine Einheit gepusht. Diese eine Einheit wird dann noch zwischen den Knoten 2
und 3 ein paar mal hin und her gepusht und die beiden Distanzmarkierungen der Knoten immer
erhoht, bis einer der Knoten (hier der Knoten 2) die Distanzmarkierung 5 hat. Dann kann die eine
Einheit tiber die Kante (2, s) zum Knoten s gepusht werden und der Algorithmus terminiert. Der
letzte Graph stellt nochmal den optimalen Fluss dar.

Lemma 3.4.7. Wdhrend des Push-Relabel-Algorithmus [Z3 bleibt d eine Distanzmarkierung und
f ein Prifluss.

Beweis. Am Begin des Algorithmus ist d eine Distanzmarkierung und f ein Préfluss. Wir miissen
noch zeigen, dass jede PUSH- und RELABEL-Operation diese Eigenschaften nicht zerstort.

RELABEL(v): Da sich f nicht &ndert, bleibt f ein Prafluss. Weiters setzt man d(v) =
min{d(w) +1: (v,w) € E(Gs)} und daher deshalb bleibt d auch eine Distanzmarkierung.

PUSH(v,w): In diesem Fall kann die Kante (w,v) neu ins Inkrementnetzwerk aufgenommen
werden. Da Push(v, w) ausgefiithrt wird, gilt aber d(v) = d(w) + 1 = d(w) < d(v) + 1. Fiir
alle anderen Kanten ist nichts zu zeigen. Weiters bleibt f ein Préfluss da v < exy(v) gilt.

O
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Bemerkung 3.4.8. Wenn der Algorithmus terminiert ist f sogar ein Fluss und d eine Distanzmar-
kierung. Damit ist f maximal.

Wir miissen nur noch zeigen, dass der Algorithmus nach einer endlichen Anzahl von PUSH-
und RELABEL-Aufrufen terminiert.

Lemma 3.4.9. Sei [ ein aktueller Prifluss wihrend des Algorithmus und v ein aktiver Knoten.
Dann ezistiert in G¢ ein Weg von v nach s.

Beweis. Sei R = {w € V|w ist von v in G erreichbar}. Zu zeigen ist also, dass s in R ist. Nach
der Definition von R gilt f(e) = 0 fiir alle e € 67(R). Daher ist

dexpw)= > fle)= Y. fle)<0.

weER e€dt(R) ecd— (R)
=0
Da exy(u) > 0 fiir alle w € V'\ {s}, exy(v) >0 und v € R, ist s € R. O

Lemma 3.4.10. Wihrend des Algorithmus gilt d(v) < 2n — 1 fir alle v € V.

Beweis. Sei v ein aktiver Knoten, dann gibt es einen Weg P = [v,...,s] von v nach s der Lange
kleiner gleich n — 1, dh.d(v) <d(s)+ (n —1) =2n — 1. O

Korollar 3.4.11. Der Algorithmus benétigt O(n?) RELABEL-Operationen.

Beweis. d(v) nimmt im Laufe des Algorithmus nur zu. Deswegen kann es hochstens (2n — 1)n
RELABEL-Operationen geben. O

Definition 3.4.12. Eine PUSH(v, w)-Operation heift sittigend, falls v = u (v, w) < exy(v) ist,
und nicht sittigend, falls v = ex(v) < uys(v,w) ist.

Lemma 3.4.13. Die Anzahl der sittigenden PUSH-Operationen betrigt O(nm).

Beweis. Wir zeigen, dass auf der Kante (v, w) hochstens n sittigende PUSH Operationen statt-
finden konnen. Bei der ersten sdttigenden PUSH (v, w)-Operation gilt d(v) = d(w) + 1 und die
Kante verschwindet bis zu einer PUSH(w, v)-Operation aus dem Inkrementnetzwerk. Bis zu die-
ser PUSH(w, v)-Operation muss d(w) allerdings um mindestens zwei erhoht worden sein (denn
jetzt ist (w,v) eine zulissige Kante und d(v) wird nicht verringert). Dh. d(v) muss ebenfalls um
mindestens zwei steigen um wiederum PUSH (v, w) durchfiithren zu kénnen. Das ergibt hochstens
=1 gittigende PUSH (v, w)-Operationen und damit O(mn) sittigende PUSH-Operationen ins-

2
gesamt. O

Lemma 3.4.14. Der Algorithmus fihrt O(n*m) nicht sdttigende PUSH Operationen aus.

Beweis. Sei A C V\{s,t} die Menge der aktiven Knoten. Dann definieren wir die Potentialfunktion

D=> d)>0.

vEA

Am Ende des Algorithmus gibt es keinen aktiven Knoten mehr und daher gilt dann D = 0. Am
Beginn des Algorithmus ist D = 0, da d(v) = 0 fiir alle aktiven Knoten gilt. Wir untersuchen nun,
was mit D passiert wenn wir eine PUSH- oder RELABEL-Operation ausfiihren.

nicht sittigende PUSH (v, w)-Operation: Nach PUSH(v, w) verringern wir den Uberschuss in
v auf 0 und daher gilt danach v ¢ A, dh. D verringert sich um d(v). Eventuell wird D um
d(w) erhoht (ndmlich dann, wenn w vorher nicht aktiv war). Da (v, w) aber zuliissig war,
gilt d(v) = d(w) + 1 und damit wird D insgesamt verringert.

siattigende PUSH (v, w)-Operation: Hier wir D hochstens um d(w) < 2n — 1 erhoht. Da es
nach Lemma O(nm) sittigende PUSH-Operationen gibt, kann der Potentialanstieg
auf Grund von séttigende PUSH-Operationen nach oben mit O(n?m) abgeschiitzt werden.
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RELABEL(v): D wird erhoht, da v aktiv ist. Da allerdings d(v) < 2n — 1 ist, ist O(n?) eine
Schranke fiir den Potentialanstieg bei RELABEL-Operationen.

Damit ist {iber den gesamten Algorithmus der Potentialanstieg durch O(n?m) gegeben. Weil jede
nicht sittigende PUSH-Operation D um mindestens eins verringert, gibt es hdchstens O(n?m)
davon. O

Schreiben wir die Wahl des aktiven Knoten im Algorithmus B3] vor, kann die Anzahl der nicht
sittigenden PUSH-Operationen noch verringert werden:

1. HIGHEST-LABEL-PUSH-RELABEL: Wir wihlen unter den aktiven Knoten jenen mit ma-
ximalem d-Wert.

2. FIFO-PUSH-RELABEL: Die aktiven Knoten werden in einer FIFO-List verwaltet.

Lemma 3.4.15. Wendet man HIGHEST-LABEL-PUSH-RELABEL an, dann bendtigt man
O(n?) nicht sittigende PUSH-Operationen.

Bewets. Wahlt man einen Knoten v, dann wird dieser solange gewéhlt, bis er inaktive wird, dh.
eine nicht-séttigende Push(v, w)-Operation durchgefithrt. Der Knoten v wird erst wieder aktiv,
wenn fiir mindestens einen Knoten w der Wert d(w) erhdht wurde. Falls vor der néchsten Erho-
hung n nicht-séttigende Push-Operation ausgefiihrt, ist keine aktive Ecke mehr vorhanden und
der Algorithmus terminiert. Da es O(n?) RELABEL-Operationen gibt, kann es nur O(n?) nicht
sittigende PUSH-Operationen geben. O

Bemerkung 3.4.16. Man kann sogar zeigen, dass es bei HHGHEST-LABEL-PUSH-RELABEL nur
O(n%y/m) nicht siittigende PUSH-Operationen gibt. Bei FIFO-PUSH-RELABEL benétigt man
ebenfalls nur O(n?) nicht siittigende PUSH-Operationen.

Der Push-Relabel-Algorithmus mit HIGHEST-LABEL-PUSH-RELABEL kann tatséchlich so im-
plemenitert werden, dass seine Laufzeit O(n?,/m) betrigt. Mit geeigneten Datenstrukturen wie
dynamic trees konnen sogar noch schnellere Laufzeit erzielt werden.
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Kapitel 4

Minimale Kostenflusse

4.1 Grundlegende Definitionen und Optimalitatskriterium

Definition 4.1.1. Sei G ein gerichteter Graph mit v : £ — R4 und b : V — R. Dann heifst
[+ E — R b-Fluss wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. 0< f(e) <ule) Ve e E
2. —exy(v) =bv) YveV

MIN-CoST-MAX-FLOW-PROBLEM

Gegeben: gerichteter Graph G, u: E —- R, b:V - R, c: E— R
Gesucht: b-Fluss f mit minimalen Kosten ) . c(e)f(e)

Bemerkung 4.1.2. Die Zahl b(v) heift Balance des Knoten v. Ein Knoten v mit b(v) > 0 nennt
man auch Quelle mit Angebot b(v) und ein Knoten v mit b(v) < 0 heifit Senke mit Nachfrage b(v).

Zb(v) =0

veV

Bemerkung 4.1.3. Die Bedingung

ist notwendig fiir die Existenz eines b-Flusses in G. Das Auffinden eines zuléssigen b-Flusses ist
zum maximalen Flussproblem dquivalent. Man erweitert den Graphen G um zwei Knoten s und
t und definiert einen neuen Graphen G’ = (V(G) U {s,t}, E') mit E' = E(G) U {(s,v) : b(v) >
0} U{(v,t) : b(v) < 0}. Weiters betrachten wir folgende Kapazititen

u(e) Vee E(G)
u'(e) =1 bv) Ve=(s,v)€ L
—b(v) VYe=(v,t) € E
Lost man nun in (G', v/, s,t) das maximales Flussproblem und erhélt einen Fluss f mit v(f) =
3> ey [b(v)], dann ist f eingeschréinkt auf E(G) ein b-Fluss.

Hat man in einem Graphen einen b-Fluss gegeben stellt sich die Frage, ob dieser ein kos-
tenminimaler b-Fluss ist. Dies kann wieder mit Hilfe des Inkrementnetzwerks entscheiden wer-
den. Dazu erweitern wir den Inkrementgraphen Gy mit Kapazititen uy um die Kostenfunktion n
cr: E(Gf) — R mit

(0, w) = clv,w)  falls f(v,w) < u(v,w) _
—c(w,v) falls f(w,v) >0

Gibt es in Gy nun einen negativen Kreis bzgl. ¢y, dann ist f nicht optimal.
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Quellen Senken

—b(v)

Abbildung 4.1: Berechnung einer zulassigen Losung

Beispiel 4.1.4. In Abbildung ist ein Netzwerk gegeben mit einem b-Fluss. Die Kantenbeschrif-
tung gibt zuerst die Kosten, dann die Kapazitit und dann den Flusswert an. Rechts sicht man
das Inkrementnetzwerk mit den Kosten ¢y und den Kapazitidten. Dabei gilt cf(e) = c(e) falls e
eine Vorwértskante ist und cy¢(e) = —c(e) falls e eine Riickwértskante ist. Die strichlierten Kanten
ergeben einen Kreis C' mit negativer Lange c¢f(C) = —1. Dann ist v = min.cc us(e) = 1 und f
wird entlang von C' um v augmentiert.

Abbildung 4.2: Netzwerk zu Beispiel BT

Wir wollen nun zeigen, dass die Existenz eines negativen Kreises in Gy ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium ist. Dazu betrachten wir eine LP-Formulierung des minimalen Kosten-
flussproblems:

(LP) min ;c(e)f(e)
s.t. Sofle)— > fle) =b(v) YveV
e€dt (v) e€d™(v)

0<  fle) <ule) Ve ¢ E
Bemerkung 4.1.5. Gilt b(v) =0 Vv € V' \ {v1,v2}, b(v1) =1 und b(ve) = —1, dann entspricht das
MCFP einem kiirzesten Wegeproblem von vy nach vs.

Fiir das duale Problem fithren wir freie Variablen m(v) fiir alle v € V' ein. Zusétzlich bendtigen
wir noch die nicht-negativen Variablen y(e) > 0 fiir alle e € E. Das duale Problem ist nun gegeben

als
(DP) max %:V b(v)r(v) — Z:Eu(e)y(e)
st. —w)+ww) —yle) < cle) Ve = (v,w) € E
y(e) >0 Ve € E

Setzt man ¢ (v, w) = ¢(v,w) + m(v) — w(w), dann bezeichnet ¢™(e) den reduzierten Kostenkoeffi-
zienten von e und man kann das duale Problem auf folgende Form umschreiben:

(DP)  max 3 b(v)w(v) — > u(e)y(e)

veV ecl
s.t. —"(v,w) < y(v,w) Ve = (v,w) € E
yle) >0 Vee E

45



Fiir gegebene Knotenpotentiale m(v) erhélt man den bestmoglichen Wert fiir y(v, w) durch
y(v,w) = max{0, —c"(v,w)} V(v,w) € E.
Nun folgt mit dem Satz vom komplementéren Schlupf:

1. f(e) > 0= y(e) = —c™(e) = c"(e) < 0 weil y(e) = max{0, —c"(e)} ist in einer Optimalls-
sung.

2. y(e) > 0= f(e) =u(e), und y(e) > 0 < —c™(e) > 0, dh.c™(e) < 0 = f(e) = u(e).
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.1. Sei f ein b-Fluss fir das dazugehorige MCFP. Dann ist f genau dann optimal, wenn
es Knotenpotentiale w(v) gibt, die die beiden folgenden Bedingungen erfillen:

1. c™(e) > 0= f(e) =0
2. c™(e) < 0= f(e) =ule)
Dieser Satz ermoglicht es uns nun ein weiteres Optimalitdtskriterium zu beweisen:

Satz 4.2. Sei f ein b-Fluss fir das dazugehiorige MCFP. Dann ist [ genau dann optimal, wenn
es in Gy keinen negativen Kreis beziiglich cy gibt.

Beweis. Wenn es einen negativen Kreis gibt, haben wir schon gesehen, dass wir eine bessere
Losung erhalten, wenn wir entlang dieses Kreises augmentieren. Es bleibt also nur mehr die andere
Richtung zu zeigen. Angenommen es existiert kein negativer Kreis in G'y. Dann gibt es wegen Satz
T ein zuldssiges Knotenpotential m(v), das heifst

cf(z,y) +m(z) —m(y) >0

gilt fiir alle (z,y) € E(Gy).

Fiir Vorwértskanten gilt nun aber f(z,y) < u(z,y) und damit auch cs(z,y) = c(x,y) woraus
sofort ¢(z,y) + w(x) > m(y) folgt. Analog gilt fir Riickwértskanten cy(z,y) = —c(y, ) und damit
—c(y,x) + 7(z) = 7(y).

Diese beiden Bedingungen sind nun dquivalent zu jenen aus Satz EJl O

4.2 Algorithmen fiir das MCFP

In diesem Abschnitt werden einige Algorithmen zur Auffindung von minimalen Kostenfliissen
diskutiert. Der erste Algorithmus sucht fiir einen gegebenen b-Fluss negative Kreise im Inkre-
mentnetzwerk und verbessert so sukzessive die Losung. Im Gegensatz dazu startet der sogenannte
Augmentierende-Wege-Algoritmus mit dem Fluss f(e) = 0 fiir alle e € E. Dieser konstruiert dann
einen optimalen b-Fluss, in dem er auf geschickte Art und Weise Fluss von Quellen zu Senken
schickt bis ein b-Fluss entsteht. Beide Algorithmen sind allerdings nicht polynomial und daher
werden wir am Ende noch einen anderen Algorithmus betrachten.

4.2.1 Negative-Kreise-Algorithmen

Der Negative-Kreise-Algorithmus startet mit einem b-Fluss und augmentiert schrittweise entlang
negativer Kreise.

Beispiel 4.2.1. Ein Netzwerk mit Kosten, Kapazitdten und dem b-Fluss. Am Beginn ist ¢(f) = 16,
dannach ist ¢(f) = 14.

Falls dieser Algorithmus terminiert liefert er wegen Satz einen optimalen b-Fluss. Allerdings
koénnen hier fiir reelle Eingabedaten die gleichen Schwierigkeiten auftreten, wie beim Algorithmus

von Ford-Fulkerson zur Bestimmung von maximalen Fliissen. Sind alle Eingabedaten ganzzahlig
liefert der Algorithmus eine ganzzahlige Optimallosung.
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Abbildung 4.3: Negative-Kreise-Algorithmus

Korollar 4.2.2. Ist b(v) € Z fir alle v € V und u(e) € N fir alle e € E, dann existiert ein
optimaler b-Fluss mit f(e) € Np.

Bemerkung 4.2.3. Die Laufzeit des Algorithmus ist nur pseudopolynomiell, dh. die Laufzeit héngt
von der Grofe der Eingabewerte ab. Findet man immer Kreise, die den Zielfunktionswert maximal
verbessern, dann ist der Algorithmus polynomiell, das Auffinden solcher Kreise ist allerdings NP-
schwer. Einen polynomialen Algorithmus erhilt man auch, wenn jedes Mal ein augmentierende
Kreis mit minimalen durchschnittlichem Kosten gesucht wird. das Auffinden eines solchen Kreises
ist kann in polynomialer Zeit erfolgen und man kann dadurch eine Laufzeit von O(m?n?logn)
erreichen.

4.2.2 Der Augmentierende-Wege-Algorihtmus

Bevor der kiirzeste Wegealgorithmus beschrieben wird, benétigen wir noch folgende grundsétzliche
Definition.

Definition 4.2.4. Sei (G, u, s,t) ein Netzwerk, dann heift f : E — R>o Pseudofluss, falls f(e) <
u(e) Ye € E(G). Sei b : V — R gegeben, dann definieren wir fiir einen Pseudofluss f die Balance
von v € V als ef(v) = exy(v) + b(v). Ein Knoten v € V mit e(v) > 0 heift iiberséttigter Knoten.
Ein Knoten v € V mit e(v) < 0 heifit unterversorgter Knoten.

Bemerkung 4.2.5. Falls f ein Pseudofluss und e(v) =0 Vv € V, dann ist f ein b-Fluss.
Der néchste Satz stellt die theoretische Grundlage des Algorithmus dar.

Satz 4.3. Sei f eine zuldssige Losung fir ein MCFP mitb:V — R mit minimalen Kosten. Sei
P ein kiirzester Weg in Gy bzgl. ¢y von s nach t wobei b(s) > 0 und b(t) <0, dann ist f' = f & P
optimal fiir b’ : V. — R mit
b(v)—y wv=s
Vw)=<bw)+y v=t
b(v) sonst

mit v = min{b(s), —b(t), mineep uyr(e)}.

Beweis. Angenommen f’ ist nicht optimal bzgl. ¥’. Dann gibt es einen negativen Kreis C' in G /.
Betrachte den Graphen H, der aus ((V, E(P)UE(C)) durch Entfernen von Paaren entgegengesetzt
orientierter Kanten entsteht. Es gilt E(H) C E(Gy), da E(P) C E(Gy) und falls eine Kante
e € E(C) ist, aber nicht in F(Gy), dann muss die entgegengesetzte Kante auf dem Pfad P liegen,
diese Kanten wurden allerdings geldscht.

Weiters gilt

Y erle) =cp(P) +¢4(C) < e (P).
~——

e€E(H) 20
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H besteht aus einem s-t-Weg und Kreisen, die nicht negative Lange bzgl. ¢; haben (da E(H) C
E(Gy) und Gy keine negativen Kreise besitzt). Daher ist der s-t-Weg in H billiger als P, was im
Widerspruch zur Wahl von P steht. O

Damit erhalten wir den Augmentierenden-Wege-Algorithmus Bl zur Berechnung eines mini-
malen Kostenflussproblems. Wiederum stellen sich bei beliebigen (reellen) Kapazitéiten dieselben
Probleme wie beim Algorithmus von Ford und Fulkerson. Setzt man u und b allerdings als ganz-
zahlig voraus benétigt der Algorithmus B = 3y, [b(v)| Iterationen und O(nm) Zeit fiir die
Berechnung eines kiirzestens Weges. Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(nmB).

Algorithmus 4.1 Augmentierende-Wege-Algorithmus
1: Starte mit einem Pseudofluss, der garantiert, dass es in G keine negativen Kreise gibt
(z.B. f(e) = ule) Ve = (v,w) € E : ¢(e) < 0 und b(v) = b(v) — u(e), b(w) = b(w) + ule),
und f(e) = 0 sonst)
Wiéhle v € V und eine w € V mit b(v) > 0 und b(w) < 0
Suche kiirzesten v-w-Weg P in Gy
augmentiere f entlang von P um v = min{b(v), —b(w), min.cp uy(e)}
b(v) 1= b(u) — 5, b{aw) 1= b(aw) + 7
Falls b(v) = 0 Vv € V, dann stop, sonst goto Schritt

Abbildung 4.4: Augmentierende-Wege-Algorithmus

Beispiel 4.2.6. In Abbildung EE4l ist ein Netzwerk gegeben. Wir starten mit dem Nullfluss. Der
billigste Weg von 1 nach 4 ist 1 — 3 — 4. Es wird also der Fluss um v = min{4, —(—4),2,5} = 2
erhoht. Danach ist der billigste Weg im Inkrementnetzwerk 1 —2 —3 — 4 und v = 2.

Mit Hilfe des néchsten Lemmas kann die Laufzeit des Algorithmus noch etwas verbessert wer-
den. Bei der vorliegenden Version miissen immer wieder kiirzeste Wege in Graphen mit positiven
und negativen Kantenldngen berechnet werden. Man kann allerdings auch erreichen, dass dies nur
in der ersten Iteration notwendig ist und danach nur mehr positive Kantenkosten auftreten. Damit
kann dann eine Laufzeit von O(B(m + nlogn)) erzielt werden.

Lemma 4.2.7. Sei f ein Pseudofluss in einem gerichteten Graphen G = (V,E) und s € V,
7V — R mit ™ (v,w) > 0 fir alle (v,w) € E(Gy). Sei d(v) = da,(s,v) die Linge des kiirzesten
Weges von s nach v in Gy. Dann gilt

1. cz(v,w) > 0 V(v,w) € E(Gy) mit 7(v) = n(v) + d(s,v)
2. Ist die Kante (u,v) am kiirzesten Weg von s nach v, dann gilt cz(u,w) = 0.

Beweis. Sei e = (v,w) € E(Gy). Dann gilt d(w) < d(v) + ¢x(v,w) = d(v) + c(v,w) + 7(v) — 7T(W).
Daraus folgt 0 < c¢(v,w) + 7(v) + d(v) — w(w) — d(w) == c(v,w) + 7(v) — T(w) = cx

Um den zweiten Punkt zu beweisen, beobachte man, dass d(w) = d(v) + ¢x(v,w) = ... gilt. Der
Rest wird ganz analog bewiesen. O
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Lemma 4.2.8. Sei f ein Pseudofluss und ©: V — R mit c(v,w) > 0 fir alle (v,w) € E(Gy).
Seis € V mit b(s) > 0 und P ein kirzester s-t-Weg in Gy bzgl. cx.Dann erfillt ' = f® P folgende
Aussage:

ci(v,w) >0 (v,w) € E(Gy).

Beweis. Nach obigen Lemma gilt ¢z (v, w) > 0 fiir alle e = (v,w) € E(Gy). Sei (v,w) € E(Gy)\
E(Gy) und damit (w,v) € E(P), dann gilt wegen der zweiten Aussage im Lemma L2 ¢z (v, w) =
0. O

Abbildung 4.5: Augmentierende-Wege-Algorithmus mit Beachtung negativer Kosten: die kiirzesten
Wegearboreszenzen sind strichliert dargestellt.

4.2.3 Ein Kapazitatsskalierungsalgorithmus

In diesem Kapitel wird der erste polynomielle Algorithmus fiir das minimale Kostenflussproblem
diskutiert. Dabei nehmen wir an, dass alle Eingabedaten natiirliche Zahlen sind und dass es im
Netzwerk einen Pfad mit unbeschrinkter Kapazitat zwischen allen Knotenpaaren gibt. Die zweite
Bedingung kann durch zusétzliche Kanten mit hohen Kosten garantiert werden.

Der hier vorgestellte Algorithmus ist eine Modifikation des augmentierenden Wegealgorihtmus.
Beim augmentierenden Wegealgorihtmus kann es vorkommen, dass viele Augmentierungsschrit-
te mit sehr wenig Fluss nétig sind. Der Kapazititsskalierungsalgorithmus bessert genau dieser
Schwachpunkt aus und schickt in jeder Iteration “viel” Fluss von einem {iiberséttigten zu einem
unterversorgten Knoten. Sei A > 1 ein Skalierungsparameter, der garantieren soll, dass in jeder
Iteration mind. A Einheiten verschickt werden. Fiir einen Pseudofluss f definieren wir die beiden
Mengen

S(A) = {v € Vies(v) = A)

und

Ty(A) = {v e V]es(v) < -A}

der viel iiberséttigten bzw. unterversorgten Knoten. Weiters sei G(A) sei das Inkrementnetzwerk
Gy ohne Kanten e fiir die us(e) < A gilt. Gy(A) enthélt also nur Kanten, die viel Fluss trans-
portieren konnen, da sie geniigend Kapazitdt haben. Es gilt also us(e) > A fiir alle Kanten in
Gs(A).

Die Struktur des Algorithmus ist einfach: Fiir ein gegebenes A suchen wir einen Knoten s €
S¢(A) und einen Knoten ¢ € T¢(A) und augmentieren um genau A (selbst wenn wir um mehr als
um A augmentieren kénnen!) entlang eines augmentierenden Weges in G(A). Dies wird so lange
fortgesetzt bis entweder Sy(A) = ) oder T¢(A) = (). Dann setzen wir A = £ und beginnen wieder
von vorne. Dabei werden die Kanten aus G ¢ (A) mit jenen Kanten ergénzt, fiir die % <wuyp < Agilt.
Sollten diese Kanten negative reduzierte Kosten haben, wird entlang dieser Kanten augmentiert.
Danach werden wiederum augmentierende Wege zwischen Quellen und Senken gesucht und um
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genau % augmentiert. Am Ende gilt G;(1) = Gy und da alle Eingabedaten ganzzahlig waren,
erhalten wir einen b-Fluss mit minimalen Kosten.

Satz 4.4. Der Algorithmus -4 terminiert nach O((n + m)logU) Flusserhéhungen.

Beweis. Die dufere While-Schleife wird O(log U) mal durchlaufen. Zu zeigen bleibt, dass in jeder
Phase O(n + m) FlusserhShungen stattfinden. Am Ende einer 2A-Phase gilt entweder e(v) < 2A
fiir alle v € V oder e(v) > —2A fiir alle v € V. Dann gilt

D := Z e(v) = — Z e(v) < 2An.
e(v)>0 e(v)<0

Im Schritt @ kann auf jeder Kante héchstens 2A geschickt werden und damit kann D hdchstens
um 2Am wachsen. Vor dem ersten Durchlauf der While-Schleife in der A-Phase gilt

D < 2An+ 2Am = 2A(n + m).

In jeder Tteration sinkt D um A, daher gibt es O(n + m) Iterationen. O

Korollar 4.2.9. Der Algorithmus kann in O((n+m)logU(m+nlogn)) Zeit ausgefiihrt werden.

Algorithmus 4.2 Kapazitétsskalierungsalgorithmus
1: fle)=0Vee E, n(v) =0Vv eV
2: U = max{max,ecy |b(v)|, max.cg u(e)}
A = 2llogz U]
3: while A > 1 do
4:  for all e € E(Gf(A)) do
5 if ug(e) > 0 und cs(e) < 0 then
6: augmentiere den Pseudofluss f entlang e um wus(e)
7.
8
9

end if
end for
: Berechne S¢(A) und T¢(A)
10:  while S§(A) # 0 und T¢(A) # 0 do

11: Wiéhle s € Sp(A) und ¢t € Ty (A)

12: Sei P ein kiirzester Weg in G;(A) bzgl. ¢
13: Setze m:= 7w+ d

14: Augmentiere f entlang von P um A.

15: Berechne f, Sp(A), T (A), Gs(A)

16:  end while

17: A=2

=3
18: end while
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Kapitel 5

Matchings

5.1 Problemstellung und Optimalitatskriterium

Definition 5.1.1. Sei G = (V, E) ein Graph, dann heift M C E Matching, falls jeder Knoten
v € V mit héchstens einer Kante aus M inzident ist. Ein Matching M heift perfekt, falls | M| = %
Ein Matching M ist maximal falls | M| > |M’| fiir alle Matchings M’ in G. Sei v € V ein Knoten,
der mit einer Kante aus M inzident ist, dann heifst v gematcht.

MAXIMALES-MATCHING-PROBLEM

Gegeben: G=(V,E)
Gesucht: M C E Matching mit |M| maximal

Definition 5.1.2. Sei G = (V, E) ein Graph und M C E ein Matching. Dann heifit ein Weg
P = [vy,...,vg] alternierend, falls die Kanten in P abwechselnd in M und nicht in M sind. P
heiftt augmentierend, falls P alternierend ist und v; und vy nicht gematcht sind.

Bemerkung 5.1.3. Sei G = (V, E) ein Graph, M ein Matching und P ein augmentiereder Weg.
Dann ist M’ = M A E(P) ein Matching mit |M'| = |M| + 1.

Satz 5.1. Sei M ein Matching in G = (V, E). Dann ist M genau dann mazimal, wenn es in G
keinen M -augmentierenden Weg gibt.

Beweis. M ist maximal = 7 augmentierender Weg (siche Bemerkung E13).

Angenommen, es gibt keinen M-augmentierenden Weg und es gibt ein Matching M’ mit |M'| >
|M|. Dann betrachte M A M’'. Jeder Knoten v € V' ist mit hochstens zwei Kanten aus M A M’
inzident. Deshalb kann M A M’ in gerade Kreise und Pfade partitioniert werden. Alle Wege sind
in M und M’ alternierend, und einer dieser Wege ist M-augmentierend. Widerspruch. O

Grundidee: Wir starten mit einem Matching (z.B.M = ) und suchen einen M-
augmentierenden Weg.

Laufzeit: O(n - A(m,n)), wobei A(m,n) die Laufzeit fiir das Finden eines augmentierenden
Weges ist.

M/ MAM/ Q Q

Abbildung 5.1: Zwei Matchings mit der symmetrischen Differenz
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Abbildung 5.3: Ein Matching mit einem maximalen Fluss und einem minimalen Schnitt. Die grofien
Knoten bilden eine minimale Knoteniiberdeckung.

5.2 Das Matchingproblem auf bipartiten Graphen

Wir kénnen das Problem auf ein Flussproblem transformieren, wobei U > |E(G)| ist.

Jeder ganzzahlige Fluss f im erweiterten Netzwerk in Abbildung B2 entspricht einem Matching
M und umgekehrt. Es gilt v(f) = |M|. Wir koénnen also ein maximales Flussproblem lésen und
erhalten ein maximales Matching. Das Konzept des augmentierenden Weges ist hier &dquivalent.

Bemerkung 5.2.1. Mit dem Algorithmus fiir blockierende Fliisse in Schichtgraphen kann das maxi-
male Flussproblem und damit das maximale Matchingproblem in bipartiten Graphen in O(y/nm)
Zeit gelost werden.

Falls U grofs ist, ist keine urspriingliche Kante in einem minimalen Schnitt.

ganzzahliger Fluss Matching
max. Matching = max. Fluss

min. Schnitt

max. Fluss

min. Schnitt min. Knoteniiberdeckung

Definition 5.2.2. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dann heifst C C V Knoteniiberdeckung
(Cover), wenn jede Kante mindestens einen Endknoten in C' hat.

Lemma 5.2.3. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dann gilt

min |[C]> max |M].
C Cover M Matching

Beweis. Jede Matchingkante muss von einem Knoten iiberdeckt werden. O
Satz 5.2 (von Konig). Sei G = (V4 UVa, E) ein bipartiter Graph, dann gilt max |M| = min|C|.

Beweis. Wir betrachten das Matchingproblem als max. Flussproblem (siche oben). Sei (S,T) ein
minimaler Schnitt. Dann gibt es keine Kanten von SNV; nach TNVo = C = (T NV U (SN Va)
ist ein Cover mit |C| = |T' N V4| + |S N V3|. Dies ist genau die Kapazitéit des Schnittes. O
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Satz 5.3 (Hall). Sei G = (V41 U Vo, E) ein bipartiter Graph. Dann hat G ein Matching M mit
|M| = |V4| genau dann, wenn
X] < IN(X)| ¥X C VA

Bewets. Die eine Richtung ist klar.

Nun die andere: Angenommen es gilt max |[M| < |V;] KO8 in |C| < |Vi]. Sei C = VY U VY mit
Vi C Vi, V3 € Vound VY| +|V3| < VA Es gilt N(ViAVY) € Vg = [N(VIAV])[ < [V3| < Vi =[V]].
Widerspruch. O

Anwendungsbeispiel

Gegeben: n Jobs Jy,...,J,
m Maschinen My, ..., M,,
jeder Job i besteht aus m Operationen, dh. O;; muss auf Maschine
Jj genau p;; Zeiteinheiten bearbeitet werde.

Gesucht: Maschinenbelegungsplan: Zu jedem Zeitpunkt darf auf einer Ma-
schine nur ein Job bearbeitet werden. Kein Job darf parallel auf 2
Maschinen bearbeitet werden. Die Operationen diirfen unterbro-
chen werden. Ziel ist es, die Bearbeitungsdauer zu minimieren.

Beispiel 5.2.4.

J1 = 011,012,013

Ja = 021,022,023
pi1=4, pi2=2, pi3z=5
p21 =3, pa=06, px3=4

n
T; = Z Dij Laufzeit der Maschine j
i=1
m
L;:= Zpij Produktionszeit von Job i
j=1

T :=max{ max 7T;, max L;} <MS
j=1,....m i=1,...n

T = 13 = Optimallosung

Zeit 1—-4 5—6 | 7—-8|9—-11 | 12—-13
M3 Jl J2 Jl J2

M, J I Ji
M, Ji | Ja
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Abbildung 5.5: Das Netzwerk (G, u, s,t) zu Beispiel 223

Wir konstruieren ein Netzwerk (G, u, s, t):
V - {Jl, .. .,Jn+m,M1, .. -7Mn+m}

E=F UFE,UFEsUFE4UE5U Eg
mit By ={(s,Jx) : k=1,...,n+m}

Ey = {(My,t) : k=1,...,n+m}

Es ={(Jk,M;) :pp0 >0,k =1,...,n,l=1,...,m}
By ={(Jngr, Mi) : k=1,...,m, T, <T}

Es ={(Jox,Mp+r) :k=1,...,n, Ly <T}

Es = {(Jntks Mppy1) :E=1,...,m,l=1,...,n}
ule) =< T —T, Ve= (Jpir, My) € Ey4

T Ve € By U Ey

Dl Ve € E3

T— L, Ve= (Jk, Mm+k) € b5

frl Ve = (Jniks Mimy1) € Es
Mit fu so, dass - ese (g, ule) =T =3 cs5- () ule) gilt.

Beispiel 5.2.5 (Fortsetzung von Beispiel BEZA). Der rechte untere Teil wird z.B.mit Hilfe der
Nordwestregel aufgefiillt. Die hervorgehobenen Kanten bilden ein Matching:

o4



M, Ms Mz | My M;s
J1 4 2 5 2 0
Jo 3 6 4 0 0
J3 6 0 0 7 0
Jy 0 5 0 4 4
Js 0 0 4 0 9

Betrachten wir alle Kanten e € F3 U ... U Eg mit u(e) > 0. Sei X C M ={My ..., Myim}.
Dann gilt

X[-T= Y > ulJ,M)<INX)|[-T VX CM.
M;€X J;eN(M;)
Daher existiert ein perfektes Matching.
Beispiel 5.2.6 (Fortsetzung von Beispiel bZ7)). perfektes Matching = Belegung fiir minee matching #(€)

Zeiteinheiten
neue Matrix:

M, Ms Mz | My M;s
J1 0 2 5 2 0
Ja 3 2 4 0 0
J3 6 0 0 3 0
Jy 0 5 0 4 0
Js 0 0 0 0 9

Definition 5.2.7. Sei M = {M;,..., M,} eine Familie von Teilmengen einer endlichen Menge
M. Eine Multimenge {ej,...,e,} € M mit e; € M; heifst Reprisentantensystem. Gilt auferdem
e; # e; Vi # j, dann heifst die Multimenge Transversale von M.

Beispiel 5.2.8.
M ={1,...,10}

Ml = {173557759}
M = {2,4,6,8,10}

M; ={3,6,9}
My = {4,8}
Ms = {5,10}
Mg = {10}

{1,2,3,4,5,10}: RS und Transversale
{3,4,3,4,10,10}: RS

Satz 5.4. Eine Familie M = {M,...,M,} hat genau dann eine Transversale wenn fir alle
JCA{L,...,n} gilt

U Ml = 1],

=

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Nun die andere Richtung: Wir konstruieren einen bipartiten
Graphen G = (AUB,E) mit A = {e1,...,ex} =M, B ={M,...,M,} = Mund e = (¢;, M,) &
ej € M,. Zu zeigen ist, dass ein Matching E' C E existiert mit |E’| = n = zu zeigen: jede
Knoteniiberdeckung C' C (AU B) erfiillt |C| > n.

Sei C' eine Knoteniiberdeckung und J = {j : M; ¢ C}. Es gilt |C| = |C N M|+ |CNM| =
|CNM|+n—1|J| >n. Zuzeigen: |[CNM|>|J|. Sei U = UjeJMj' Dann gilt |U| > |J|. CNM
enthélt mindestens |U| Elemente. O
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5.3 Maximale Matchings in allgemeinen Graphen

Definition 5.3.1. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Zusammenhangskomponente V; von G heiftt
ungerade Komponente falls |V;| ungerade ist. Wir bezeichnen mit oc(G) die Anzahl der ungeraden
Komponenten von G.

Lemma 5.3.2. Sei G = (V, E) ein Graph und S CV. Dann gilt
1
max | M| < 5 (V] = oc(G = S)+15]) .

Beweis. Sei U eine ungerade Komponente von G —S. Um alle Knoten in U zu iiberdecken muss es
mind. eine Matchingkante zwischen U und S geben. Daher kénnen hochstens |V|+ |S| —oc(G — S)
Knoten iiberdeckt werden. Da jede Matchingkante genau zwei Knoten iiberdeckt, gilt max |M| <
(V| = oc(G = S) +[9]). O

Bemerkung 5.3.3. Es gilt max |[M| < mingcy 3(|V| = oc(G — S) + |S]). Wir werden sogar zeigen,
dass die Ungleichung in Wahrheit eine Gleichung ist (Tutte-Berge-Formel). Falls es ein § C V
gibt, mit |S| < oc(G — ), dann hat G kein perfektes Matching.

(O@)

Abbildung 5.6: Ein verkiimmerter Baum: durchgezogene Kanten sind im Matching, die strichlierten
im Baum, und die punktierten aufserhalb des Baumes.

Definition 5.3.4. Sei G = (V, E) ein Graph und M ein Matching in G. Sei » € V, der nicht
gematcht ist. Ein alternierender Baum 7" mit Wurzel r ist ein Baum in G, der folgende Bedingungen
erfiillt:

1. Fiir jeden Knoten in T ist der Weg zur Wurzel r in T ein alternierender Weg.
2. Jeder Knoten v € V(T) \ {r} wird von einer Kante in M N E(T') tiberdeckt.

Wir bezeichnen mit even(7") und odd(7) die Mengen der Knoten in 7, die geraden bzw. ungeraden
Abstand zur Wurzel r in T haben.

Bemerkung 5.3.5. Es gilt | even(T')| = | odd(T")| + 1.
Sei T ein alternierender Baum, u € even(T), (u,v) € E(G) mit v ¢ V(T). Dann gibt es zwei
Félle:

1. v ist nicht gematcht. In diesem Fall ist der Weg von 7 nach « in 7" und die Kante (u,v) ein
augmentierender Weg. Wir kénnen also augmentieren und die Kardinalitdt des Matchings
um eins vergrofsern.

2. v ist gematcht und (v, w) € M (ist eindeutig bestimmt und (v, w) ¢ E(T)). In diesem Fall
konnen wir die Kanten (u,v) und (v,w) zu T hinzufiigen und wir erhalten wieder einen
alternierenden Baum.
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Wir betrachten nun einen alternierenden Baum 7', u € even(T'), v € V(T'). Dann gibt es wieder
zwei Félle:

3. Jede Kante (u,v) mit u € even(T) erfiillt v € odd(T).
4. Es gibt eine Kante (u,v) mit u € even(T") und v € even(T).

Definition 5.3.6. Ein alternierender Baum 7" heifit verkiimmert, wenn fiir jede Kante e € E(G),
von der ein Endknoten in even(T') liegt, der andere Endknoten von e in odd(7') liegt.

Lemma 5.3.7. Ist T ein verkimmerter Baum in G, dann hat G kein perfektes Matching.

Beweis. Setze S = odd(T'), dann gilt 1 + |S| = |odd(T)| + 1 = |even(T)| < oc(G — 5) = |5] <
oc(G - S). O

G G’
O] O]

£ e
b8

Abbildung 5.7: Ein alternierender Baum mit einem ungeraden Kreis, der kontrahiert wird.

O

Bemerkung 5.3.8. Der Fall 4 kann fiir bipartite Graphen nicht auftreten, da die Kante (u,v) €
E(G) mit u,v € even(T') einen ungeraden Kreis induziert. In bipartiten Graphen kénnen wir nun
algorithmisch erkennen, ob es ein perfektes Matching gibt.

Idee zu Fall 4: Durch das Hinzufligen der Kante (u,v) entsteht ein Kreis C, der zu einem
Superknoten kontrahiert wird. Wir schreiben dann G’ = G/C.

e Wie kénnen wir einen augmentierenden Weg in G’ nutzen, um das Matching in G zu ver-
grofkern?

e Welche Information fiir G liefert ein verkiimmerter Baum in G'?

Lemma 5.3.9. Sei C ein ungerader Kreis in G, G' = G/C und M' ein Matching in G'. Dann
existiert ein Matching M in G mit M C M’ U E(C), sodass die Anzahl der ungematchten Knoten
bzgl. M in G gleich grof8 ist wie die Anzahl der ungematchten Knoten bzgl. M’ in G'.

Beweis. Wir setzen M = M’ U E’" wobei E' C E(C) und |E'| = % gilt, fiir ein geeignetes
E'. O

Bemerkung 5.3.10. Entstehen im Algorithmus Superknoten C’, die aus mehreren Superknoten
bestehen, dann enthalt C’ immer eine ungerade Anzahl an Knoten des urspriinglichen Graphen.

Lemma 5.3.11. Sei G’ = G/C, M’ ein Matching in G', T’ ein alternierender Baum in G', sodass
in odd(T") kein Superknoten ist. Falls T' verkiimmert ist, dann hat G kein perfektes Matching.
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Beweis. Setzen wir S = odd(7”), dann bilden die Knoten und Superknoten even(7”) ungerade
Komponenten in G. Daher ist |S| < oc(G — S) und es gibt kein perfektes Matching. O

Bemerkung 5.3.12. Kontrahiert man in einem alternierenden Baum 7 einen ungeraden Kreis
C, dann erhédlt man wiederrum einen alternierenden Baum 7" und der Superknoten v(C') ist
in even(T").

Algorithmus 5.1 Maximales Matching in allgemeinen Graphen

.G =G M =M
2: if [M'| = 1|V| then
3:  Stop
4: else
5:  Wibhle einen nicht gematchten Knoten r € V und setze T' = ({r},0)
6: end if
7. if I(u,v) € E(G) mit u € even(T) und v ¢ odd(T) then
8 if v ist nicht gematcht (Fall 1) then
9: Augmentiere M’ und setze M’ zu einem Matching M in G fort.
10: G'=G, M =M
11: goto
12:  end if
13:  if v ist von (v,w) € M’ gematcht (Fall 2) then
14: T=TU{(u,v),(v,w)}
15: goto [
16:  end if
17 if v € even(T) (Fall 4) then
18: Kontrahiere den Kreis C
19: goto [l
20: end if
21: else
22:  Es gibt kein perfektes Matching (Fall 3).
23: end if

Bemerkung 5.3.13. Im Algorithmus kommt es zu O(n) Augmentationsschritten sowie O(n?) Kon-
traktionen und Wachstumsschritten. Jede Augmentation verringert die Anzahl der nicht gematch-
ten Knoten. Zwischen zwei Augmentationsschritten kann es zu O(n) Kontraktionen und Wachs-
tumsschritten kommen. Die Gesamtlaufzeit ist O(n?).

Frage: Wie findet man ein maximales Matching, wenn G kein perfektes Matching besitzt?

Finden wir einen verkiimmerten Baum 7 in G, entfernen wir alle Knoten V(77) aus G und
suchen erneut ein perfektes Matching M’. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis ein perfektes
Matching gefunden wird, oder der leere Graph entsteht.

Wir erweitern das Matching in T; durch Dekontraktion der Kreise und erhalten ein Matching
M;.

k
M:UMZ-UM’
=1

Dann gilt |M| = ”—gk

k k k
S = U odd(T;) = oc(G - S) = Z |even(T;)| = Z [odd(Ty)|+1=|S|+ k&
i=1 i=1 i=1

Es gilt
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1
max | M| < §(|V| —oc(G—-9S)+|S]) VSCW.
Einsetzen ergibt

1 n—=k
max |M| < §(|V|—|S|+k‘+|5|): —

Satz 5.5. Tutte-Berge-Formel:

o1
M A%atz(hinglM| 8 §(|V| —oc(G = 5) +15])

5.4 Das Matchingpolytop

Fiir ein Matching M in einem Graphen G = (V, E) schreiben wir den Vektor x; € {0, 1}/”! wobei
zy(e) =14 e e M. Wir wollen das folgende Polytop

conv(PM(G)) = conv{zy; € {0,1}Fl: M ist ein perfektes Matching in G}
untersuchen.

Satz 5.6. (von Birkhoff) Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt

P:={ze0,1]'Fl: Z z(e) =1 Yo eV} =conv(PM(G)).
e€d(v)

Beweis. Es gilt conv(PM(G)) C P.
Sei x eine Ecke von P und z ist nicht ganzzahlig.

E={ecE|0<z(e) <1}

Jeder Knoten, der mit einer Kante e € E inzident ist, muss mit mind. einer weiteren Kanten aus
E inzident sein da ) .5,y x(e) = 1.

Daher enthilt die Kantenmenge E einen Kreis C. C ist gerade da G bipartit ist. Wir definieren
uns zwei Losungen, wobei wir zu den Kanten in C' alternierend e dazuzdhlen bzw. abziehen. x ist
nun die Summe der beiden Losungen durch 2. Widerspruch zur Eigenschaft einer Ecke. O

Bemerkung 5.4.1. Fiir allgemeine Graphen benétigen wir noch weitere Bedingungen. zB.: G = Cjs
Hier gilt PM(G) = 0 = conv(PM(G)) = (), aber (1,1 1) € P = conv(PM(Q)) C P.

27272

Satz 5.7. Sei G = (V, E) ein Graph und x € P. Dann ist x genau dann eine Ecke von P, wenn
z(e) € {0, %, 1} und die Kanten, fir die x(e) = % gilt, knotendisjunkte ungerade Kreise sind.

Beweis. Sei & € P mit den Eigenschaften des Satzes. Dann definieren wir w(e) = —1 falls Z(e) = 0
und w(e) = 0 falls Z(e) > 0. Betrachte F = {z € P : w'z = 0}.
Es gilt T € F. Zu zeigen bleibt, dass F' = {Z} damit T eine Ecke ist. Fiir jedes x € F gilt

0=uwz=— Z x(e).

e€F:z(e)=0 >0

Daher gilt 2:(e) = 0 falls Z(e) = 0.

Wir betrachten die Kanten fiir die Z(e) = 3. Die Werte von z auf den Kreisen miissen abwech-
selnd € und 1 — ¢ sein. Da der Kreis ungerade Léange hat gilt ¢ = % und daher x = Z und 7 ist
eine Ecke.

Angenommen Z ist eine Ecke von P. Wir zeigen zuerst z(e) = {0, 3,1} Ve € E.
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Es gibt ein ¢ sodass Z eindeutige Optimallssung von max{c'z|z € P} ist. Wir konstruieren
aus G einen bipartiten Graphen H = (V/, E’) durch Einfiihrung der Knoten v" und v” (statt v)
und der Kanten (v’,v”) und (v”,v") statt (u,v). Wir setzen c(u,v) = /(u”,v") = ¢ (v/,v"”). Nun
betrachten wir max{c'tz’|2’ € P(H)}.

Sei x € P, dann ist 2/ (v/,v"”) = 2/(u”,v") = x(u,v) ein Vektor in P(H). Es gilt 2¢fz = '*a’.

Sei 2/ € P(H), dann ist z(u,v) = z(2/(uv/,0"”) + 2/(v”,v")) ein Vektor in P mit halben Ziel-
funktionswert.

Die Optimalldsung von max{c*z'|z’ € P(H)} ist ganzzahlig, dh., dass Z(e) € {0,3,1}. Im
Beweis der Tatsache, dass die Kanten fiir z(e) = % gilt, knotendijunkte Kreise ungerader Lénge
bilden kénnen die gleichen Argumente wie im Satz von Birkhoff verwendet werden. O

1
2

Satz 5.8. (Edmonds) Es gilt

conv(PM(G)) = {z e RPl|z(e) >0 Vee E, Z x(e)=1 Yvey,
e€d(v)

> ae)>1 YUCV mit [U[=1 mod2}:=Q.
e€d(U)

Beweis. Die eine Richtung ist klar.

Angenommen es gilt conv(PM(G)) C @, dann wihlen wir den Graphen G = (V, E) mit |V |+|E|
minimal (dh. G ist zusammenhéngend und |V| ist gerade).

Sei z eine Ecke in (). Dann gilt z(e) € (0,1) Ve € E (falls z(e) = 0 kann die Kante e geldscht
werden und falls z(u,v) = 1 kénnen die Knoten w und v geléscht werden). Dh. der kleinste Grad
in G ist grofer gleich 2.

Falls |E| = |V|, dann ist G ein Kreis und die Aussage des Satzes stimmt.

Falls |E| > |V] ist, gilt:

x ist eine Ecke von Q. Dann erfiillt = |F| linear unabhéngige Nebenbedingungen von @ mit
Gleichheit. Da x(e) > 0 Ye € E und |E| > |V|, gibt es ein U C V mit |U| ungerade und
>eesn @(e) =1 und 3 < [U| < |[V| — 3. Wir kontrahieren die Menge U zu einem Knoten und

erhalten einen Graphen GY. Wir kontrahieren U = V' \ U und erhalten GY.

Seien ! und 2? die Projektion von x auf die Kanten von GV bzw.GY. z! und z? erfiillen
alle Ungleichungen von Q. Fiir die kleineren Graphen ist die Aussage des Satzes erfiillt da |E| +
|V| minimal gewiihlt worden ist. Daher kann x! und z? als Konvexkombination von perfekten
Matchings geschrieben werden:

k k
1 1 d 2 1
r = - E xT und r- = — E T
L ]\/I].1 L ]\/I].2
=1 =1

wobei M{, ..., M{ perfekte Matchings in G* bzw.GU sind. Fiir jede Kante e € §(U) gilt
z'(e) = x(e) = x*(e). Daher ist die Anzahl der Indizes j € {1,...,k} mit e € M} k- z(e).
Analoges gilt fiir die Anzahl der Indizes j € {1,...,k} mit e € M?. Daher ist M := M} U M? ein
perfektes Matching in G und x = % Zle xp,; - Widerspruch. O

1
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Kapitel 6

Matroide

6.1 Grundlegende Definitionen und einfache Eigenschaften

Definition 6.1.1. Sei E eine endliche Menge und F C P(E) eine Familie von Mengen. Dann
heift (F,F) Unabhingigkeitssystem, wenn

(M1) 0 e F

M2) XCYeF=XecF

gilt. Die Mengen in F heifen unabhingig, die restlichen Mengen P(E) \ F heifen abhingig.
Inklusionsminimale abhéngige Mengen heifen Kreise, inklusionsmaximale unabhéangige Mengen
nennt man Basen. Fiir eine gegebene Menge X C F heiflen die inklusionsmaximalen unabhéngigen
Teilmengen von X die Basen von X.

Definition 6.1.2. Sei (E,F) ein Unabhingigkeitssystem, dann definieren wir fiir X C E den
Rang von X durch r(X) := max{|Y|:Y C X,Y € F}. Ferner definieren wir den Abschluss von
Xalso(X)={Y e E:r(XU{y}) =r(X)}.

Definition 6.1.3. Ein Unabhéngigkeitssystem (E, F) heifft Matroid, wenn gilt:
(M3) Sind X,Y € F mit | X| > |Y| dann gibt esein z € X \ Y mit Y U {z} € F.

Beispiel 6.1.4. 1. Stable-Set-Problem: ¢ = (V,E"), E = V', F = {F C E :
F ist eine stabile Menge in G}. M1: ) ist stabil. M2: X C Y € F = X € F. M3 gilt
nicht.

2. Traveling-Sales-Problem: F = {F C E : F ist eine Teilmenge eines Hamiltonschen Kreis in G}.
M1, M2 gelten, aber M3 gilt nicht.

3. MST-Problem: F = E(G), F = {Wilder}. Sowohl M1, M2 und M3 gelten.

4. Matchings: Gegeben G = (V(G), E(G)), E = E(G), F ={M C E : M Matching}. M1, M2
gelten, M3 aber nicht.

5. Rucksackproblem: N = {1,...,n}, w : N - Ry, C > 0. E = N, F = {A C N :
> eerw(a) < C}. M1, M2 gelten, M3 nicht.

Satz 6.1. Die folgenden Unabhingigkeitssysteme (E,F) sind Matroide:

1. E ist die Teilmenge der Zeilenmenge einer Matriz A tber einem Kéorper und F = {F C E:
F st linear unabhdingig im Sinne der linearen Algebra}.

2. E ist die Menge der Kanten eines ungerichteten Graphen und F = {F C E
(V(G), F) ist ein Wald} (graphisches Matroid).
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3. E={1,2,3...,n} und F ={F C E:|F| <k} fiir ein k € N.

4. E st eine Teilmenge der Kantenmenge eines ungerichteten Graphen G, S ist eine stabile
Menge in G,b:S - N, F={F C E:dp(s) <b(s) fir allesecS}.

5. E ist eine Teilmenge der Kantenmenge eines gerichteten Graphen G, S CV(G), b: S — N,
F={F CE:dp(s) <b(s)}.

Beweis. M1 und M2 sind klar.
Nun zeigen wir M3 fiir:

1. Basiserganzungssatz

2. Sei X,Y € F. Angenommen Y U {z} ¢ F fiir alle x € X \ Y. Dann ist zu zeigen: |Y| > | X|.
Fiir jede Kante x = (u,v) liegen v und v in der gleichen Zusammenhangskomponente bzgl. Y.
Sei Z C V(G) eine Zusammenhangskomponente bzgl. X, dann ist diese eine Teilmenge ei-
ner Zusammenhangskomponente bzgl. Y. Die Anzahl p der Zusammenhangskomponenten
bzgl. X ist nicht kleiner als die Anzahl ¢ der Zusammenhangskomponenten bzgl. Y

VI-1XI=p=qg=VI-|Y]=[Y]=|X]

3. trivial

4. Sei X,Y € F. Angenommen |X| > |Y]. Dann ist S’ = {s € S : dy(s) = b(s)} € S. Daher
Je e X \'Y mit e ¢ 6(s) und s € S’. Daher ist Y U {e} € F.

5. analog

Satz 6.2. Sei (E,F) ein Unabhdngigkeitssystem, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(M3) X, Y e Fmit | X|>1Y|dann 3z € X\Y :YU{z} €F

M3”) X, YeFmit| X|=Y|+1ldann Iz e X\Y :YU{z} e F

(M3”) Fir jede Menge X C E gilt, alle Basen von X haben die gleiche Kardinalitit.

Beweis. (M3) < (M3’) und (M3) = (M3”) sind klar. Nun zeigen wir (M3”) = (M3): Sei X,Y € F
mit | X| > |Y]. Dann ist Y keine Basis von X UY wegen (M3”).Daher gibt es ein z € (XUY)\Y =
X\Y mit YU{z} € F. O

Definition 6.1.5. Sei (E,F) ein Unabhingigkeitssystem, dann definieren wir fir X C E den
unteren Rang von X als

p(X)=min{]Y]: Y CX,YeF,YU{z}¢F VreX\Y}

Der Rangquotient von (E, F) ist definiert durch

Bemerkung 6.1.6. Es gilt ¢(E,F) <1 da p(X) < r(X) fir alle X C E gilt.
Aus der Definitione folgt, dass p(X) = r(X) fiir alle X C E genau dnn wenn (F, F) ist ein Matroid
ist. Weiters ist diese bedingung dquiivalent zur Tatsache, dass ¢(E,F) = 1.
Der Rangquotient gibt an “wie weit ein Unabhéngigkeitssystem von einem Matroid entfernt ist.”

Im restlichen Teil dieses Kapitels betrachten folgendes Problem:

Gegeben: Unabhéngigkeitssystem (E, F) und ¢: E — R
Gesucht: Bestimme X € F mit ¢(X) = > . v ¢(e) maximal
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Algorithmus 6.1 Greedy-Algorithmus
Sortiere c(e1) > c(ez) > ... > c(ey)
F=10
for i =1 ton do

if FU{e;} € F then

F:=FU/{e}

end if

end for

Dieses Problem kann mit dem sogenannten Greedyalgorithmus [l gelost werden. Wir stellen
uns nun die Frage, unter welchen Bedingungen der angegebene Algorithmus das Problem optimal
16st bzw. wie gut die Losung ist, falls der Algorithmus nicht die Optimallésung findet. Die Antwort
auf diese Frage gibt der folgende Satz.

Satz 6.3. Sei (E,F) ein Unabhdingigkeitssystem und ¢ : E — R. Dann gilt
< CGEF.
OPT(E,F,c) —

wobei OPT(E,F,c) bzw. G(E,F,c) der Zielfunktionswert der Optimallosung bzw. des Greedyalgo-
rithmus ist.
Ferner gibt es fiir jedes Unabhdingigkeitssystem eine Kostenfunktion ¢ : E — R mit

q(E,F) < (6.1)

G(E,F,c)
BF)=— 20
a(B, F) OPT(E, F, ¢)
Beweis. Sei E = {e1,...,e,} mit ¢(e1) > ... > ¢le,) > 0, G, € FE = {ey,...,e,} die Gree-
dylésung und O,, C E die Optimallosung. weiters definieren wir E; = {es,...,e;} fur j < n,

0; =0, NE; und G; = G, N E;. Wir setzen noch Setze d,, = c(e,,) und d; = c(e;) — c(e;+1) fiir

j=1...,n
Es gilt O; € Fund |0;| < r(E;). Weiters ist G; ist eine Basis von Ej, daher folgt |G| > p(Ej;).
Damit erhdlt man

M:

G(E, F.c) =) (IGj| = 1Gj-1l)cle;) =

<.
Il
—

I
NE

(1G] = 1Gj-1]) (dj + c(ej+1)) =

<.
Il
—

I
M:

|G;ld; +Z|G| c(ejt1) Z|G] 1| (dj + clejr1)) 2
%,_/

= & —c(e))
J
=0
> p(Ej)d; >
=1

1

<

> r(By)d; >
> 10;1d; =

1

<

> q(E,F) 3
> q(E,F) 3
=q(E,F) ) _(|0j] = [0j41]) c(ej) =

Jj=1

= Q(EaF)OPT(EvfaC)
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und die Ungleichung (GI) ist gezeigt.

Fir den Beweis des zweiten Teiles des Satzes wahle F C E und Basen By und By von F mit
_ |B41] :

q(E,F) Definiere

T [Bal”

cle) =

1 fireecF
0 sonst ’

Sortiert man nun so, dass c(e1) > ... > c(e,) und By = ey, ldots, e|p,|, dann gilt G(E, F,c) = |B]
und OPT(E, F,c) = |Bs|. Damit wird die untere Schranke angenommen. O

Damit bekommen wir nun unmittelbar das folgende Resultat.

Korollar 6.1.7. Der Greedyalgorithmus [G1 liefert genau dann eine Optimallésung wenn (E,F)
ein Matroid ist.

Satz 6.4. (Edmonds) Sei (E,F) ein Matroid und r : P(E) — N seine Rangfunktion. Dann ist
das Matroidpolytop von (E,F), dh. die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren aller Elemente in F
gegeben durch

{zGRlEl :xZO,Zz(e)gr(A) fiir alle AQE}.

ecA

Beweis. Das angegebene Polytop enthélt offensichtlich alle Inzidenzvektoren unabhéngiger Men-
gen. Damit geniigt es zu zeigen, dass alle Ecken des Polytops ganzzahlig sind. Dh. wir miissen
zeigen, dass

max{c'z : x >0, Z x(e) <r(A) VACE} (6.2)

fiir jede beliebige Zielfunktion eine ganzzahlige Losung besitzt. Aufferdem konnen wir annehmen,
dass c(e) > 0 fiir alle e € E gilt, da sonst x(e) = 0 gilt.

Sei x* eine Optimallésung vonlE2l Wie vorhin bezeichne G,, C F die Greedylésung und O,, C E die
Optimallésung des Problems. Weiters setzen wir wieder E; = {e1,...,e;} fir j <n, O; = 0, NE;
und G = G, N ;. Damit gilt dann

G(E,F.c)=...2q(E,F)> (05| = 0;-1]) c(e;) =

——
=1 J=

z*(ej)c(e;) = c'a*

|

j=1

Die Greedylosung liefert damit eine weitere ganzzahlige Optimallésung. O

Bemerkung 6.1.8. Falls (E, F) das graphische Matroid ist, folgt aus obigem Satz der Satz [[H iiber
das Spannbaumpolytop.

6.2 Schnitte von Matroiden

Gegeben: M, = (E,F) sind Matroide (i =1,...,n), ¢c: E — R
Gesucht: F C E mit F e, 7 mit ¢(F) — max

Beispiel 6.2.1. 1. Matching in bipartiten Graphen G = (AU B, E). Dabei ist n = 2 mit M; =
(E(G),]:l) mit .7:1 = {F g E: dF(’U) S 1 Ywe A}, und Mg = (E(G),]'—g) mit .7:2 - {F g
E:dp(v) <1 Yve B} FinNF,={F C E: F ist eine Matching}, dabei ist (E, F; N F2)
kein Matroid.



2. Branching in gerichteten Graphen G = (V, E). Dabei ist n = 2 mit M; = (F(G),F1) mit
F1={F C E: F ist kreisfrei}, und My = (E(G),F2) mit Fo = {F C E:dp(v) <1 Yve
V. FinFy ={F C E: F ist Branching}.

3. Traveling-Salesman-Problem. Dabei ist n = 3. Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, E)
mit |V| = k. Entferne alle Kanten (4, 1) und fiige stattdessen (i, k + 1) hinzu. Es gibt einen
Hamiltonschen Kreis in G’ genau dann, wenn es einen Hamiltonschen Pfad von 1 nach k41
in G+ (k+1) gibt. E = E(G+ (k+1)), My = (E,F,) mit F; = {F C E : dp(v) <
1 Yo eV} My= (E,Fo)mit o = {F CE:df(v) <1 Yv €&V} und M3(E,F;) mit
Fs ={F C E: F ist kreisfrei}.

Bemerkung 6.2.2. Das Problem ist fiir n = 1 mit dem Greedyalgorithmus losbar. Fiir n = 2
kann man eine Verallgemeinerung des Matchingalgorithmus fiir bipartiten Graphen verwenden, In
beiden Fillen gibt es polynomielle Algorithmen. Fiir n = 3 ist das Problem jedoch N"P-vollstindig.
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