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Beispiel 1

Bestimmen Sie fiir die untenstehende Funktion f(z) den maximalen Definiti-
onsbereich D, den Stetigkeitsbereich S und den Differenzierbarkeitsbereich D .
Geben Sie die Ableitung f’(z) fiir alle # € D an. Untersuchen Sie die Existenz
der einseitigen Ableitungen f’(z™) und f/(z7) fiir « € D\ Dy. Bestimmen Sie
die Grenzwerte der Funktion am Rande des Definitionsbereiches D.

fz) =

4

{ 2—z% |z|>2

Loésung

e Definitonsbereich:

D =R\ {0} wegen der Division durch |z|

o Stetigkeit:
Als Polynom ist 2 — 2 iiberall in R stetig, daher is f(x) stetig fiir || > 2.

|z| ist auch iiberall stetig, die konstante Funktion auch, somit ist der
Quotient —4/|z| in R\ {0}. Also ist f(z) auch in (—2,0) U (0, 2) stetig.

Fir x = 2 gilt

lim f(z)= lim 2—22=2-22=—-2=f(2) =2—2% und

r—21 z—21

4
A

Somit ist f(x) stetig fiir z = 2.
Fir x = -2 gilt

lim f(z)= lim 2—2>=2—(-2)%=-2=f(-2)=2—(-2)? und

z——2" T2
lim f(z) = lim A —2=f(-2)
z——2+ z——2t —
Somit ist f(x) stetig fir . = —2.
Zusammenfassend gilt S = D =R\ {0}.

e Differenzierbarkeit:

Fiir |z| > 2 ist f(z) = 2 — 22 als Polynom differenzierbar; f’(z) = —2u.



Fir 0 < x < 2ist f(x) = —4/x differenzierbar als Quotient zweier diffe-
renzierbaren Funktionen wobei die Ableitung der Nennerfunktion ungleich
Null ist; f/(z) = 4/22.

Fir -2 <z < 0ist f(z) = —4/(—z) = 4/x differenzierbar als Quotient
zweier differenzierbaren Funktionen wobei die Ableitung der Nennerfunk-
tion ungleich Null ist; f'(z) = —4/x2.

Fiir x = 0 ist f(z) nicht definiert und somit auch nicht differenzierbar.

Fiir x = 2 gilt:

f2+h)— f(2) 2—(2+h)?—(2-2%

hh%l+ h - hli%h h
. 2—4—4h—h%2+2
= lim
h—0t h
—4h — h?
= lim ————— = lim (—-4—h)=—4 1
i, = lim (=4 =h) (1)

—4+2(2+h
f2+h) - f2) —4)2+h) - (2-2) SEEH
lim = lim = lim
h—0— h h—0— h h—0— h

:hmw_l' Lzl;&—él (2)

= lim
h—0- (2+h)h h—0-2+h

Somit existiert limy_.q w nicht, weil die einseitigen Grenzwerte

unterschiedliche Werte haben. Daher ist f(z) fiir x = 2 nicht differenzier-

bar.
Fir x = -2 gilt:

f(=24h) - f(=2) . 2-(=2+h)*-(2-(-2)%)
i h h—0~ h

- hlingf h
- g B g 1 g
hlin& f(=2+ h}z —f(=2) _ hli>0+ 4/(=2+h) ; (2-(-2)?)
i S A 2

Somit existiert limy, ¢ W nicht weil die einseitigen Limes un-
terschiedliche Werte haben. Daher ist f(z) fiir # = —2 nicht differenzier-
bar.



Zusammenfassend gilt Dy = R\ {0,42} und

—2x |z|>2
f(z) = x—4§ 0<zx<2
—% —2<z<0

e Einsitige Ableitungen:
Fiir z = 2 folgt aus den Gleichungen (1) bzw. (2):

f2+h)—f(2)

1@ = lim, h =
For) = i 1EER1O)
Fiir 2 = —2 folgt aus den Gleichungen (4) bzw. (3)
RS LL (C N
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Fir x = 0 ist f(z) nicht definiert und somit existieren die einseitigen
Ableitungen nicht.

e Grenzwerte am Rande des Definitionsbereiches:

. o . o 2 _
oo F ) = L 207 = oo
lim f(z)= lim 2—2°=—o00
r——00 r——00
) =y = o

Beispiel 2
Beweisen Sie die folgende Ungleichung:

a
(1—£> <e*fir0<z<a
a

Loésung
Da die Funktion In(z) streng monoton steigend ist, ist die gegebene Ungleichung
dquivalent zu:

a

In [(1 - f>a] <In(e™) fir0<z<a. (5)

Die Ungleichung (5) kann weiter umgeformt werden:

~—

aln<1—g><—w fir0<z<a (6



Sei f(x) = aln <1— %) +z fiir x € [0, a). Fiir die Ableitung f/(z) und z € (0, a)
gilt:

f’(w)=<aln<1—5>+x)/=all (—l)+1=— I R

a —% a a—T a—

Auflerdem gilt —= < 0 weil —z < 0 und x < a.
Aus der Negativitidt von f'(z) in (0, a) folgt, dass f(z) streng monoton fallend
in [0, a) ist. Somit gilt folgende Ungleichung fiir alle x € (0, a)

aln <1 — E) +2 = f(x) < f(0) =aln(l) +0=0.

Beispiel 3
Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert:
e®—1

lim (e —e™®)
z—0

Loésung

Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt
lim(e® —e ) =€’ — e’ =0
z—0

und
lim(e® —1)=¢” —1=0.

z—0

440077

Somit liegt beim gegebenen Limes eine unbestimmte Form vor. Die wird

folgendermaflen umgeformt:

hII%)(ex — e_x)ez_l = hn}) exp <1n <(ew — e_x)ez—1>> =

exp ((mfe* ~ D e - ). 7)

wobei die letzte Gleichung aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt.
Da lim, o In(e* — e™*) = lim;_ In(t) = —oo gilt, liegt bei

lim[(e®* — 1) In(e” — e~ "))

z—0

eine unbestimmte Form “0 - oo” vor. Diese kann in einer unbestimmen Form

“%” umgeformt werden :

In(e” —e™7)
1

e?—1

lin})[(ex —1n(e” —e )] = lir%

Durch die Anwendung der Regel von de I’'Hopital erhéilt man folgende Gleichun-
gen (De I'Hopital ist hier anwendbar weil Zahler und Nenner differenzierbar sind



und die Ableitung der Nennerfunktion ist ungleich 0 ist, in einer Umgebung von
0 exclusive dem Punkt 0 selbst):

In(e® — @ ei‘f‘e:z x ) (e — 1)2 x —T) (28 _ 9pT 4 1
z—0 - =0 ety a0 —e (e% —e™?) z—0 —e?T e
e 22 L e et —2e0 477 e 202 4 2T 4T — 2
= lim = lim
z—0 1 — e22 z—0 1—e22

Beim letzten Limes liegt wieder eine unbestimmte Form vor, die wieder
durch die Anwendung der Regel von de I’'Hépital behandelt wird (die oben
genannten Bedingungen fiir die Anwendung von de ’'Hopital sind wieder erfiillt)

«0»
0

e 202 4 9eT 4 o _ ) C 363 — 4e2T 4 26T — 77 0
hm = 11m = — = 0
z—0 1—e22 z—0 —2e2x -2

Setzt man dieses Ergebnis in (7) ein, erhdlt man

lim (% — e 2)" ! = exp(0) = 1.

xz—0

Beispiel 4

Bestimmen Sie fiir die untenstehende Funktion f(x) den maximalen Definitions-
bereich und die maximalen Monotonie- und Konvexititsintervalle. Besitzt diese
Funktion lokale bzw. globale Extrema? Wenn ja, dann geben Sie alle Extrema
an. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion am Rande des Definitionsbe-
reiches.

1
f0) =i

Losung

e Definitionsbereich D:
D = R weil fiir den Nenner folgendes gilt: 22 +1 > 1, Vz € R.

e Monotonie:

Vo € R ist die erste Ableitung f’(z) folgendermafien gegeben:

() = 1-(22+1) — (z+1)(22) _ 2?2 +1—222 - 22 _ —z? -2z +1
(x241)2 (2 +1)2 (22 +1)2

(8)

Wie untersuchen das Vorzeichen von f’(z) und dieses stimmt mit dem

Vorzeichen des Zihlers —z? — 2z + 1 iiberein weil der Nenner als Quadrat

stets positiv ist.

Die Nullstellen von —z? — 2z + 1 = 0 sind folgendermafien gegeben:



24 /4—4-1-(—1
5 ( ):2i22\/§:—1i\/§

Somit gilt 222241 > 0fiir —1-vV2 < 2 < —14+v2und —22—22+1 < 0
fir £ < —1 — /2 oder > —1 + /2. Weiters gilt unter Beriicksichtigung
von (8): f'>0fiir -1 —v2<z< —-1++2und f' <0 firz<—1—+2
oder & > —1 + /2. Daraus folgt:

f(z) ist streng monoton steigend fiir —1 — /2 < 2 < —1 4+ /2, und
f(x) ist streng monoton fallend fiir z < —1 — /2 oder > —1 + /2.

Konvexitéat:

Vz € R ist die zweite Ableitung f”(x) folgendermaflien gegeben:

(—2z — 2)(2? +1)% — 2(2% + 1)2z(—2% — 22 + 1)

" _
fiw) = (2 +1)4
B (x2+1)—2(x3+x+w2+1)+4x3+8x2 — 4z
o (22 + 1)*
B —223 — 20 — 2202 — 2 + 423 + 822 — 4
(2 +1)3
208462 —62—2 2z —1)(z® +4x+1)
- (IIJ‘2 + 1)3 - (IIJ‘2 + 1)3

Wir untersuchen das Vorzeichen von f”(z) und dieses stimmt mit dem
Vorzeichen des Zéhlers 2(x — 1)(z% + 4z + 1) iiberein weil der Nenner als
Potenz eines Quadrats stets positiv ist. Der Zahler ist positiv wenn die
Faktoren z — 1 und 22 + 42 + 1 dasselbe Vorzeichen haben und negativ
sonst.

x — 1 ist negativ fiir x < 1 und positiv fir z > 1.

Die Nullstellen von (22 + 4z + 1) sind folgendermafien gegeben:

_ \/_7 _
4+ 162 411 _ 4j:22\/§:_2i\/g

und es gilt —2 — V3 < —243~-0.37<1.

Es gilt also 22 +4x+1 < 0 fiir —2—V3<x<—2+vV3und 22+42+1>0
fiir x < —2 — /3 oder x > —2 + /3.

Fiir das Produkt (z — 1)(22 + 4z + 1) gilt also:
(x—1)(z?+42+1) <0 fiir v < —2—+/3 oder —2+ /3 < z < 1, und
(x—1)(2? +4z+1) >0 fiir 2+V3 <2< —-2++3oderz > 1
Daraus folgt fiir das Vorzeichen von f”(z):

f"(x) <0 firz < —2— /3 oder -2+ V3 <z < 1, und



() >0 fiir 2 -3 <2< —-2++3oderz>1

Somit sind die Konvexitétsintervalle von f(x) folgendermaflen gegeben:
f ist konkav fir x < —2 — V3oder —2+V3<x< 1, und
f ist konvex fiir —2—-V3<xr<—-2+4++V3oderz>1

Verhalten am Rande des Definitionsbereiches:
Es gilt
im x—+1 =0
z—+oo 2 4+ 1
weil beide Nenner und Zahler Polynome sind und der Grad des Nenners
hoher als der Grad des Zéhlers ist.

Extrema:

Fiir 1 = —1 — /2 gilt f’(x1) = 0 und f(x) monoton fallend fiir z <
und monoton steigend fiir 21 < x < —1++/2. Somit liegt in 21 = —1—+/2
ein lokales Minimum mit Wert f(z;) ~ —0.2071 vor.

Fiir 2o = —1 + /2 gilt f/(z2) = 0 und f(z) monoton steigend fiir z; <
x < xo und monoton fallend fiir > x». Somit liegt in z9 = —1 + /2 ein
lokales Maximum mit Wert f(z2) ~ 1.2071 vor.

Es gibt keine anderen lokalen Extrema weil es aufler x1, x2 keine weiteren

stationdren Punkte der tiberall differenzierbaren Funktion f(z) gibt.

Da hlil f(z) =0und 0 > f(z1) ist f(x1) auch ein globales Minimum.
T— 00

Analog, da 111;1 f(z) = 0 und f(x2) > 0 ist f(x2) auch ein globales

Maximum.



