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L6sungen

Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:

_ _zty+l _ _ 4
Ly = 2;+12/y+1’ y(1) = —3.
Losung:

Es handelt sich um eine Differentialgleichung der Form ¢’ = f (%) Da ax + by =
Aoz + By) gilt, d.h.
1 1
det (2 2) =0

verwenden wir die Substitution z(z) = « + y(z) + 1 (d.h. der Z&hler wird durch z ersetzt -
der Nenner wire ebenso moglich). Daraus ergibt sich 2’ =1+ y’ bzw. ¢’ = 2’ — 1 und in die
Differentialgleichung eingesetzt, erhélt man
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bzw.

Diese Differentialgleichung ldsst sich durch Trennung der Verdnderlichen 16sen.
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Der Integrand links ist eine rationale Funktion, fiir die zuerst eine Polynomdivision durch-
gefithrt wird:
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Es gilt

Somit erhélt man als Losung
2 1
3%~ §ln(3z— 1)=xz+4+C5

bzw. riickeingesetzt
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Einige Vereinfachungen fithren schliesslich auf

6y —In(3x+3y+2)=3z+C.

Nun wollen wir noch den Wert der Konstante C' wissen. Wir setzen daher den Anfangswert
ein:

4
6<§>1n(34+2)3+0 — C=-11.
Damit erhalten wir als Lésung:

6y — In(3x + 3y +2) = 3z — 11.

Yy =2 y(0) = 1.
Losung:

Auch das ist eine Differentialgleichung der Form 3’ = f (%) aber es gibt kein A

mit az + by = A ax + By). Ziel ist es vorerst, die Konstanten ¢ und +y zu eliminieren, um
anschliessend die Transformation ¥ anzuwenden. Also 16sen wir zuerst das Gleichungssystem

20 —y=-3
r—y=-—2
und erhalten (zg,yo) = (—1,1). Daher verwendet man die Substitution (Z,§) = (v — 2o,y —

yo) = (z + 1,y — 1). Fiir die neuen Variablen lautet die Differentialgleichung
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Nun wird auf der rechten Seite durch z dividiert
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und wie folgt substituiert z = £ also 7z = . Beidseitiges Differenzieren ergibt z + 22’ = y

(Achtung: Kettenregel).
Die Differentialgleichung lautet dann

i 2—-z
z4+ Tz =
1—=2
und daher
., 2—z 22 —22+42
Tz = — = .
1—=2 1—=2

Diese Differentialgleichung kann man durch Trennung der Verdnderlichen 16sen:

1-— 1
/7Zdz:/tdx.
22 —2242 T



Es gilt

/ 1—z d 1/ 2z — 2 d
—  dz = —— — az
22 —2242 2 22 —2242

Also erhilt man

bzw.

Das soll nach z aufgelost werden:
1 =02 —22+2) — 22 =224+ (2-==)=

und nun liegt eine quadratische Gleichung vor, wonach folgt

/1 1
21:1+ @—1, 22:1— @—1

Nun wird riicksubstituiert mit z = % = Z—;} Wir erhalten die zwei Losungsgruppen
y—1 1 y—1 1
=1 3 | =1—y|/=—— 1
z+1 + Clz+1)2 7 z+1 C(z +1)2

Setzt man nun den Anfangswert ein, so bekommt man fiir die erste Losungsgruppe

1
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Dafiir gibt es aber keine reelle Losung. Also muss die gesuchte Losung der zweiten Losungs-

gruppe angehoren:
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—1—4/=—1 ———
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Und nun lautet die Losung des Anfangswertproblems

y—1_1 2

Y . S
x+1 (x +1)2

was sich noch wie folgt vereinfachen ldsst

y=x+2—+—12—-2r+3.



