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1. Gegeben sei die Fliche
F={(z,y) eR* |y <az+1,y>(zr—1)°}

(a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt von F.
Losung: Zuerst fertigen wir eine Skizze der Fliache an:

Die Schnittpunkte der beiden Kurven liegen bei (0,1) und (3,4), da

2

r+l=y=(r-1)7? <= o+1=2-20+1 < 2> -32=0 < 2(z—3)=0.

Daher kann die Fliche wie folgt beschrieben werden:
0<ux<3, (-1 <y<z+1.

Also folgt
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(b) Drehen Sie die Integrationsreihenfolge des Flichenintegrals um.
Losung:
In obigem Flichenintegral wird zuerst nach y integriert (hier diirfen die Integrations-
grenzen noch von x abhéingen, weil nach x erst spiiter integriert wird) und anschlieBend
nach z (hier diirfen die Grenzen nicht von y abhiingen, weil nach y bereits integriert
wurde).

Nun wollen wir zuerst nach x integrieren und dann nach y, d.h. die Grenzen fiir y miissen
konstant sein. Dazu wird die Flache in zwei Teilfdchen aufgeteilt: Wenn 0 <y <1 gilt,
dann wird 2 nur von y > (z — 1)? begrenzt und wenn 1 < y < 4 gilt, dann wird = von
y <2+ 1und von y > (z — 1)? begrenzt. Also erhalten wir

0<y<1l, —Vy+l<a< y+1

und
l<y<4, y-l<ae< G+l
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K={(z,y,2) eR® | 2? +¢? < z,2* + 9> < 9,2 < 15}.

Es gilt:

2. Gegeben sei der Korper

Bestimmen Sie das Volumen des Kérpers (Transformation auf Zylinderkoordinaten).

Losung: Wieder fertigen wir zuerst eine Skizze an. Die erste Ungleichung beschreibt ein
Rotationsparaboloid, die zweite Ungleichung einen Zylinder und die dritte Ungleichung eine
Ebene.

In diesem Fall verwenden wir den Aufriss, d.h. die Darstellung in der x — z-Ebene:
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Der Schnittpunkt der beiden ersten Ungleichungen liegt bei z = 9. Da wir aber an dem Korper
mit Hohe z = 15 interessiert sind, trennen wir K in zwei Teilkorper K; mit 0 < z < 9 und
in Ko mit 9 < z <15.

Nun verwenden wir Zylinderkoordinaten: x = rcosp, y = rsinyp, z = z.



Fiir K; gilt 0<2<9,0<72 < 2zund 0 < ¢ < 27 und daher

Der zweite Teilkorper ist ein Zylinder der Hohe 6 mit Radius 3, deshalb gilt Vo = 6(3%)7 = 547
(unter Verwendung der Volumsformel fiir Zylinder). Das Ergebnis bekommt man natiirlich
auch, wenn man das Volumsintegral mit folgenden Grenzen aufstellt:

und

2r 15 3
Vo = / / / rdrdzdp.
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Also hat der gesamte Korper das Volumen V =V; + V5 = %gﬂ.

Alternativ hiitte man folgende Uberlegung anstellen kénnen: Der Kérper K ist ein Rotati-
onskoérper. Der Teilkérper K entsteht, indem man z = 22 in den Grenzen 0 < z < 9 um die
2-Achse rotieren lisst. D.h. der Rotationskérper wird durch die Rotation von x = f(z) = /2
um die z-Achse bestimmt. Daher folgt fiir das Volumen

V1:7r/ f(Z)QdZ:W/ zdz = —m.
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