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Lösungen

1. Betrachten Sie folgende zwei vektorwertigen Abbildungen

g : R
2 → R

3 g(x1, x2) = (x1, x1 + x2, x
2

2)

h : R
3 → R h(y1, y2, y3) = y1 + sin(y2 + y3)

Berechnen Sie

(a) die Jakobimatrizen von g und h,

Lösung: Die Jakobimatrix enthält zeilenweise die Gradienten der Komponentenfunktio-
nen. Daher folgt

Jg(~x) =





1 0
1 1
0 2x2



 Jh(~y) = (1, cos(y2 + y3), cos(y2 + y3)) = gradh(~y)T

(b) die Jakobimatrix von h ◦ g mit der Kettenregel,

Lösung:

Nach der Kettenregel gilt Jh◦g(~x) = Jh(g(~x))Jg(~x) also in unserem Fall

Jh(g(~x)) = Jh(x1, x1 + x2, x
2

2) = (1, cos(x1 + x2 + x2

2), cos(x1 + x2 + x2

2))

Jh◦g(x) = (1, cos(x1 + x2 + x2

2
), cos(x1 + x2 + x2

2
))





1 0
1 1
0 2x2





= (1 + cos(x1 + x2 + x2

2), cos(x1 + x2 + x2

2) + 2x2 cos(x1 + x2 + x2

2))

2. Gegeben sei das Skalarfeld U : R
3 → R mit

U(x, y, z) = zex2y

(a) Bestimmen Sie div(grad U).

Lösung

Wir bestimmen zunächst grad(U):

grad(U) =





Ux(x, y, z)
Uy(x, y, z)
Uz(x, y, z)



 =







zex2y2xy

zex2yx2

ex2y







Es gilt: div((a, b, c)T ) = ax + by + cz, wobei in unserem Fall (a, b, c)T = grad(U) und
somit a = Ux(x, y, z), b = Uy(x, y, z) und c = Uz(x, y, z) zu wählten ist. Somit folgt
div(grad(U)) = Uxx(x, y, z) + Uyy(x, y, z) + Uzz(x, y, z).

Uxx(x, y, z) = 2yzex2y + 2xyzex2y2xy = ex2y(2yz + 4x2y2z)

Uyy(x, y, z) = x4zex2y

Uzz(x, y, z) = 0

1



div(grad(U)) = ex2y(2yz + 4x2y2z + x4z)

(b) Bestimmen Sie rot(grad U).

Lösung:

Die Rotation ist wie folgt definiert:

rot





a

b

c



 =





cy − bz

az − cx

bx − ay





In unserem Fall ist a = Ux(x, y, z), b = Uy(x, y, z) und c = Uz(x, y, z). Also gilt

cy − bz = (Uz)y(x, y, z) − (Uy)z(x, y, z) = Uzy(x, y, z) − Uyz(x, y, z)

az − cx = Uxz(x, y, z) − Uzx(x, y, z)

bx − ay = Uyx(x, y, z) − Uxy(x, y, z)

Da die Funktion U stetig partiell differenzierbar ist, folgt aus dem Satz von Schwarz,
dass alle Koeffizienten von rot(grad(U)) gleich 0 sind.

3. Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfläche des Rotationsparaboloids (d.h. f(x) = c
√

x

mit c > 0 rotiert um die x-Achse) der Länge h.

Lösung:

Das Rotationsparaboloid der Länge h ergibt sich durch Rotation der Funktion f(x) um die
x-Achse. Der Körper hat die Länge h wenn f(x) für 0 ≤ x ≤ h um die x-Achse rotiert.

Nach der Formel für das Volumen eines Rotationskörpers ergibt sich

V = π

∫ h

0

f2(x)dx = π

∫ h

0

c2xdx = π
c2x2

2

∣

∣

∣

h

0

= π
(ch)2

2
.

Weiters bestimmt man die Oberfläche

O = 2π

∫ h

0

f(x)
√

1 + f ′(x)2dx

= 2π

∫ h

0

c
√

x

√

1 +

(

c

2
√

x

)2

dx

= 2π

∫ h

0

c

√

x +
c2

4
dx

= 2πc
2
(

x + c2

4

)3/2
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h

0

=
4cπ
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4
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)
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