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L6sungen

1. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

.2
s \ry) (zy) fir y # 0

0 fir y = 0.

fx,y) =

(a) Gesucht sind f;(z,0) und fy(x,0).
Losung:
Die zentrale Beobachtung fiir die Berechnung der partiellen Ableitung f,(x,0) ist, dass

f(z,0)=0 firallex eR

gilt, d.h. fiir y = 0 ist f(x,y) eine konstante Funktion, nidmlich die Null-Funktion. Es
folgt unmittelbar, dass

fao(z,0) =0
da die Ableitung der Nullfunktion gleich 0 ist.

Zur Berechnung der partiellen Ableitung f,(x,0) verwenden wir die Definition der Ab-
leitung als Grenzwert des Differenzenquotienten.

flay) = fz0) . EmEL o0 g2y

=lim ———— = lim ——~>~.

fy(x,0) = lim 5

y—0 y—20 y—0 Y y—0 y

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine unbestimmte Form des Typs “%”. Bevor wir
die Regel von de I’'Hospital anwenden, formen wir den Ausdruck ein wenig um, um uns
Rechenarbeit zu ersparen. Aufgrund der Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt:

) . 2
i S0 (Qxy) _ (lim sin xy)

y—0 Yy y—0 Yy

Fiir die Berechnung des inneren Grenzwerts verwenden wir nun die Regel von de ’'Hospital.
Es ergibt sich

lim sin(xy) — lim x cos(xy) .
y—0 Yy y—0 1
Daraus folgt durch Riickeinsetzen
.2
i S0 (;Ey) _ 2
y—0 Yy

und somit

Jy(2,0) = 22 firallez € R



(b) Existiert die partielle Ableitung f,, im Punkt (0,0)? Berechnen Sie ggf. deren Wert.
Losung:

Unter Verwendung der selben Grenzwertiiberlegung wie in Aufgabenteil (a) ergibt sich

. f (m,O)—f(0,0) . z? — .
e 0.0) = Jim B g =i g S i =0

Es gilt daher f,;(0,0) = 0. Die partielle Ableitung f,.(x,y) existiert also im Punkt
(0,0).

(c¢) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (7/2,1) in Richtung von v =
(1,1).
Losung:
Die Richtungsableitung 6, f von f im Punkt (7/2,1) in Richtung von @ = (1,1)? errech-
net sich als folgendes Skalarprodukt

005 x/2,1) = (swad (/2. 1). 75 )

0

(Der Vektor HL;H zeigt in dieselbe Richtung wie ¥ und hat Betrag 1.)

Wir miissen nun zuéchst die partiellen Ableitungen f,(z,y) und f,(z,y) fir y # 0

berechnen. Es gilt

2y sin(zy) cos(zy)
Y

folz,y) = = 2sin(zy) cos(zy) = sin(2zy)

2xy sin(zy) cos(zy) — sin’(xy) 2xy cos(zy) — sin(zy)
2 2
Y Y
Einsetzen ergibt f,(7/2,1) = sin(r) = 0 und f,(7/2,1) = sin(w/2) (7 cos(n/2) — sin(n/2)) =
—1. Zusammenfassend hat man

grad f(m/2,1) = (0, —1)".

Weiters gilt ||7] = v/2 und somit \%H = (1/v2,1/V/2)%.

Durch Einsetzen erhalt man

8uf(m/2,1) = <(01) ’ (é» N _%

2. Sei (x,y) — u(z,y) gegeben. Man stelle

= sin(zy)

fy(zay) =

0%u
Oz dy

in Polarkoordinaten dar.

Losung:

Die Funktion u(x,y) wird durch = rcosp und y = rsing in U(r, ) := u(rcos @, rsin @)
iibergefiihrt. Das bedeutet umgekehrt: ¢ = arctan £ und r = \/m

Um ug, in Polarkoordinaten darzustellen, bendtigen wir zuerst u,. Aus der Vorlesung (siehe
Skriptum) ist bekannt, dass



1
Uy = Upcosp— —U,sing
r

Das gilt, weil

Uy = Upry + U«p(pm

und
2 cos
re= (VPFP) = LT
T QW r r
® Z(arctany) :L(_ﬁ)zi‘732 —Yy_ Yy _ _sing
’ T/ 1+9—§ x? x2 +y? 2 r2 r
xT

Nun wendet man die Kettenregel auf u, an. Es gilt:

1 1
Ugy = <UT cosp — ;UW sin gp) Ty + (UT cos p — ;UW sin gp) Py
T ®

Zuerst bestimmen wir 7, und ¢,:

Y .
ry = ——— =siny
v /x2+y2
1 1
Py = = —Ccos .

_,7:(1—1—3—2) r

Und nun muss noch die Funktion (U, cos¢ — %Ug, sin ) einmal nach r und einmal nach ¢
abgeleitet werden. Beachten Sie, dass U = U(r, ) also eine Funktion von r und ¢ ist!

1 1 1
(UT cos p — ;UW sin gp) = (Uprcos(p)) — (T—2UV, sin(yp) + ;UW sin gp)

T

und

1 1
(UT cosp — —U, sin gp) = (Urp cosp — Uy sinp) — —=(Uyy sing + Uy, cos @)
r r

©

Nun bauen wir alles zusammen und erhalten

1 1
Ugy = (UT cosp — ;Ug, sin <p) Ty + (UT cosp — ;UW sin go) Py
r ®

1 . 1 . .
= ((UTT cos(p)) — (—T—QUW sin(yp) + ;Uw sin go)) sin ¢
. 1 . 1
+ | (Urpcosp —Upsing) — =(Uyp sing + Uy, cosg) | —cose
r r
. 1,5 .9 1.
= U, cospsinp + Uw;(cos © —sin” ) — U%DT—2 sin ¢ cos @

1 1
+ UQDT—Q(sin2 @ — cos® ) — UT; sin ¢ cos @



