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L6sungen

Gegeben sei folgende Raumkurve

1. Bestimmen Sie die Bogenlénge fiir 0 <¢ < 2.

Losung:

Zur Bestimmung der Bogenlénge wird zuerst der Tangentenvektor bestimmt:

. 4et cos(2t) — 2e sin(2t) 2 cos(2t) — sin(2t))
Z(t) = [ 4e* sin(2t) 4 2e* cos(2t) | = 2e** | 2sin(2t) + cos(2t))
4ett 2

Dann wird die Lange des Tangentenvektors bestimmt:

12| = \/4e8t ((2cos(2t)  sin(2¢))? + (2sin(2¢) + cos(2t))? + 4) = V365 = et

Schliesslich wird iiber die Lénge des Tangentenvektors integriert, um die Bogenldnge zu
ermitteln:

2
3 2 3
B = /6€4tdt = §€4t’0 = 3 (68 — 1) .
0

. Fiihren Sie die Bogenlinge als Parameter ein, wobei die Bogenlinge im Punkt (e*™,0, e*™)
gleich 0 sei.

Losung:

Der angegebene Punkt auf der Kurve entspricht dem Parameterwert t; = 7. Nun bestimmen
wir die Bogenlénge von ¢; bis zum Parameterwert ¢:

t

s(t) = /6€4Td7' = ge‘”‘i = g (e* —e'm).

™

Nun kennt man den Zusammenhang zwischen Parameter ¢t und der Bogenlidnge s(t) bis t.
Man rechnet auf ¢ um und setzt dann in die Parameterdarstellung der Kurve ein:



4
2 4m
(%s + ¢*™) cos (_IOg(sff;re )
— 2 47
i(s) = (§s+e4”) sin (_105(35;6 ))
%s +etm

3. Berechnen Sie

(a) das begleitende Dreibein,
Losung:
Das begleitende Dreibein besteht aus normiertem Tangentenvektor, Hauptnormalen-
vektor und Binormalenvektor. Den Tangentenvektor haben wir bereits bestimmt. Nach
Normierung erhalten wir

2 cos(2t) — sin(2t)
vi(t) = 3 QSin(Qt)QJr cos(2t)

Im Punkt ¢y = 0 ergibt das

Der Hauptnormalenvektor ergibt sich aus Ableiten des normierten Tangentenvektors
(der Tangentenvektor muss normiert sein!) und anschliessendem Normieren:

—4sin(2t) — 2 cos(2t) —25sin(2t) — cos(2t)
v1(t) = 3 4 cos(2t) — 2sin(2t) | = 3 2 cos(2t) — sin(2t)
0 0
Die Norm davon betragt:
5 4 . 2 . 2] _ 2
|91 (6)|| = \/§ [(—2 sin(2t) — cos(2t))” + (2 cos(2t) — sin(2t)) } = g\/g

Also lautet der Hauptnormalenvektor

—2sin(2t) — cos(2t)
2 cos(2t) — sin(2t)
0

(%) (t) =

Sl



und fiir tg =0

Schliesslich wird der Binormalenvektor v3 = v1 X wve, der sich aus dem Kreuzprodukt
von Tangenten- und Hauptnormalenvektor ergibt, berechnet.

AR 1 [

2 | = —
2) Vi\o) 3V5\s

Achten Sie darauf, dass die Vektoren des begleitenden Dreibeins orthogonal aufeinander
stehen miissen (Test auf Rechenfehler)!

die Kriimmung und Torsion,

Losung:

Da in der Folge die ersten drei Ableitungen des Vektors immer wieder benttigt werden,
bestimmen wir diese gleich jetzt:

. 2 cos(2t) — sin(2t)
Z(t) = 2e* | 2sin(2t) + cos(2t)
2
) 3 cos(2t) — 4sin(2t)
Z(t) = 4e* [ 3sin(2t) + 4 cos(2t)
4
2 cos(2t) — 11 sin(2t)
Z(t) = et | 2sin(2t) 4 11 cos(2t)

8
Fiir tp = 0 gilt dann:
. 2 .. 3 LERY 2 . ..
Z0)=2|1], F0)=4|4], ZO)=8|1], [ZO0)=6, [Z0)]=4V41
2 4 8

Die Kritmmung ergibt sich aus der Formel

1 S 11202 5o\ 2
p= 1712 13 - (3.3) .
&l

Es muss nur mehr das Skalarprodukt bestimmt werden:

p 3
<f,g’é‘>=<2 1] .44 >=144.

2 4

In die Formel eingesetzt, ergibt das



V5
K=—.
9

Die Torsion geniigt folgender Formel:

i, 7

32 - 1712 - ()

T =

Man bestimmt die Determinante

4 12 16
2 16 88| =640
4 12 64
und setzt dann in die Formel ein:
2
T=—.
9

(c) die Schmiegebene
Losung:
Der Parameterwert tg = 0 entspricht dem Punkt 2o = (1,0, 1)T. Fiir die Schmiegebene
im Punkt zg gilt

|1'*SCO,’U1,U2| =0= ‘zix()afaf

Daher muss folgende Determinante bestimmt werden:

——— (3r-36-0) - % (e-v-36-0)

1
=———={lx+2y—52+1)=0

35

Daraus folgt die Gleichung der Schmiegebene:

Neg
= S

dr + 2y — bz = —1.

fiir den Parameterwert tg = 0.



