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Losungen
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

2y In(z) +1 n In(x)

2

y(1) = —3/4 und y'(1) =1/4.

+ 62y’ + 6y =

€T

Losung:
Die Differentialgleichung

2//

1n(35$)2+ 1 n In(x)

+ 6zy’ + 6y = -

ist eine Euler- leferentlalglelchung er verwenden dle Substltutlon x = et Mlt y(x ) = v(t),
y'(z) = ¢ und y"(z) =
Ordnung mit konstanten Koeffzienten in v iber. In diesem Beispiel ergibt sich auf diesem Weg;:

=%y + 6zy’ +6y—aﬁ +6a: +6v = i + 50 + 6v.

Da v als Funktion von t betrachtet wird und nicht als Funktion von z, muss nun im néchsten
Schritt auch die rechte Seite der gegebenen Differentialgleichung transformiert werden. Da = = e’
gesetzt wurde, gilt Inx = t. Somit gilt

In(x) +1 ln(x) t+1
2 + 2t

+ L = (t+1)e 2 4 tet.
6

€T x €

Es gilt daher die folgende inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten zu losen:
D450+ 6v=(t+1)e ? +te .

Zunéchst 16sen wir die homogene Gleichung. Zu diesem Zweck stellen wir das charakteristische
Polynom p()\) auf und bestimmen dessen Nullstellen. Es ergibt sich p(A\) = A% + 5\ + 6. Als
Nullstellen erhédlt man A\; = —2 und Ae = —3. Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung in
v lautet somit:

vp(t) = cre 2t + coe ™3,

Als néchstes bestimmen wir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung. Zur vereinfachten
Berechnung betrachten wir die beiden Stérterme getrennt.
Fiir den ersten Storterm (¢ + 1)e™2! ist der Ansatz

vp(t) = t(Ast + Ag)e " = (A1t + Agt)e ™

zu wihlen (beachte: u(—2) = 1, da —2 einfache Nullstelle von p()) ist; (¢ + 1) ist ein Polynom vom
Grad 1). Differenzieren liefert:

’Ull(t) = (72A1t2 — 2A0t + 2A1t + Ao)eizt
und

(t) = (4A1f2 + 4A0f - 4A1f - 2A0 - 4A1t - 2A0 + 2A1)€_2t
= 4A1t? + (440 — 8AL + 24, — 4A,.



Einsetzen in die Differentialgleichung fiir v liefert:

[4A18 + (440 — BAL)t + 2A1 — 4Ag + 5(—2A41t% + (241 — 2A0)t + Ag) + 6(A1t” + Apt)] e
= (t4+1)e 2

bzw. nach Vereinfachung
(2A1t + 2A1 + Ao)eizt = (t + 1)67%.

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich 24; = 1 und 24; + Ag = 1. Dieses Gleichungssystem hat
die Losung A = % und Ag = 0. Somit folgt

1
1 2 ot
vp(t) = §t e .
Fiir den zweiten Storterm te~* ist der Ansatz

’1}12)(25) = (Blt + Bo)eit

zu wihlen (beachte: u(—1) = 0, da —1 keine Nullstelle von p(\) ist; ¢ ist ein Polynom vom Grad
1). Differenzieren liefert:

v2'(t) = (By — By — Bit)e™"
und

U;%Il(t) = (=By+ By + Bit — By)e " = (By — 2By + Byt)e .

Einsetzen in die Differentialgleichung fiir v liefert:
[Bo — 2By + Byt + 5(B1 — By — Byt) + 6(Bit + Bo)]e ' =te™"

bzw. nach Vereinfachung:
[2Blt + 2B0 + 331] eft = teit

Ein Koeffizientenvergleich liefert 2B; = 1 und 2By + 3B, = 0. Daraus folgt By = 3 und By = —2.

Somit folgt
1 3
201\ —t
’Up(t) = (515 — Z) e .
Zusammensetzen der beiden Teillosungen liefert die folgende allgemeine Lésung der Differential-
gleichung in v:
2 2 4

Durch Riicktransformation vermittels ¢ = Inz erhalten wir die allgemeine Lésung der gegebenen
FEulergleichung. Es ergibt sich

1 1 3
v(t) = cre”? 4 coe ™3 4 ~t?e 4 (—t - —> et

1 1 3
y(.’l?) = clx_Q + CQ-T_3 + 5.’11'_2 11’12$ + 1‘_1 (5 Inx — Z) X

Zur Bestimmung der Losung des gegebenen Anfangswertproblems verwenden wir die gegebenen

Anfangsbedingungen
1

v =3 wd y(1) =g

um die Konstanten ¢; und ¢y in der allgemeinen Losung zu ermitteln. Es gilt

1 1 3
4 P+ ne — 59072 Inz + 272+ Zz72.

/ — _2 -3 _ 3 —
y'(x) cax CoT 5 1



Einsetzen von x = 1 liefert die beiden Gleichungen ¢ 4 ¢co — % = f% und —2¢1 — 3¢o + % = i. Die

Losung dieses Gleichungssystems lautet ¢; = —1 und cp = 1.
Die Losung des gegebenen Anfangswertproblems lautet somit:

1 1 3
y(x) =273 + 272 (—1 + 51112 x) + 271 (5 Inz— Z) .



