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Losungen

Gesucht sind die Ansétze fiir eine partikuldre Losung der folgenden Differentialgleichungen:

1.y 4+ 4y + 4y = e 2723 4 sin —22:

Die charakteristische Gleichung A2 4+ 4\ + 4 = 0 hat die doppelte Nullstelle A; = Ay = —2.
Es gilt daher u(—2) = 2.

Da der Storterm aus mehreren Summanden besteht und man diese getrennt behandeln kann,
stellen wir zunichst den Ansatz fiir den ersten Summanden e~2*z3 auf. Laut Ansatztabelle
ergibt sich e~ 22 2(=2) P3(2) = e~ 222 Py(z) = e 2 2%(Ag + Ay + Agx? + A32®). Fiir den 2.
Summanden ergibt sich A4 sin —2x 4+ A5 cos —2z. In Summe somit

yp(z) = e 2 (Agx? + Aya® + Asx + Azz®) + Aysin —2x + Ajs cos —2u.

Eigentlich sind hier nur die Ansétze fiir die partikulére Losung der inhomogenen Differential-
gleichung gefragt. Dennoch wird hier einmalig das gesamte Beispiel durchgerechnet, d.h. eine
allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung bestimmt. Dazu muss man zuerst
die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung y” 4+ 4y’ + 4y = 0 bestimmen.
Da —2 zweifache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, bilden e~2* und ze~2% ein

Fundamentalsystem. Somit lautet die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

yn(r) = Cre™* + Coze ™",

Anschliefend muss mithilfe des oben bestimmten Ansatzes eine partikuldre Losung der in-
homogenen Differentialgleichung bestimmt werden. Dazu wird der Ansatz y,(z) in die Diffe-
rentialgleichung eingesetzt, um die unbekannten Parameter Ay, ..., A5 zu bestimmen. Dazu
benétigen wir die erste und zweite Ableitung von y,(x):

yp(x) = e 2" (Agx? + Ayx® + Aga® + Aza®) 4+ Aysin —2z + Aj cos(—2x)

yp(z) = e 727 (2A0x + (341 — 240)x? + (445 — 2A1)2® + (5A3 — 245)a* — 2A32°)
— 2A4 cos(—2x) + 2A5 sin(—2x)

Yy () = e 2 (240 + (6A; — 8Ag)x + (1245 — 124, + 440)x” + (2043 — 1645 + 4A;)z”
+ (4Ay — 20A3)x" + 4A52°) — 4A5 cos(—2x) — 4A, sin(—2x)

Setzt man nun die Funktion y,(z) in die Differentialgleichung ein, so erhélt man (nach Ver-
einfachen):

e (2A0 + 6 A1z + 124522 + 20A323) — 8A, cos(—2x) + 845 sin(—2z) = e 272 + sin(—22).

Nun vergleichen wir die Koeffizienten fiir e=2*z* fiir k = 0,...,5 und anschlieBend die Ko-
effizienten fiir die trigonometrischen Funktionen. Wir erhalten etwa fiir e=2%2% durch Koef-

fizientenvergleich 24y = 0, also Ay = 0. Analog bekommt man dann A; = A, =0, A3 = 2—10,



A4 = 0 und schliefflich A5 = %. Somit haben wir eine partikuldre Losung der inhomogenen
Differentialgleichung erhalten
1

1
yp(x) = 2—06729::65 + 3 cos(—2x).

Schliellich lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

1 1
y(z) = yn(x) + yp(x) = Cre™* 4 Coze™>* + 2—06_2301'5 +3 cos(—2x).

.y 4y = e*® + xcos2z
Die charakteristische Gleichung A\? + 4 = 0 hat die Losungen \; = 2i und Ay = —2i.

Der Ansatz fiir den ersten Summanden lautet Age?* (es gilt ja p(2) = 0). Der Ansatz fiir den
zweiten Summanden lautet (A; sin 22+ A cos 22)x#(?) Py (z) = (A; sin 22+ Ag cos 2x)x( Az +
Ayz) (es gilt ja u(2i) = 1). In Summe somit

Yp(z) = Age™ + (A; sin 2z + Ag cos 2x)(Azz + Agx?)

-y =5y 4+ 6y = (22 4+ 42)e3 + 2% + €™ + (2% — 22)e% + zet® sin 3z

Die charakteristische Gleichung A2 — 5\ + 6 = 0 hat die Losungen A\; = 2 und Ay = 3. Der
Ansatz fiir den ersten Summanden e3?(2? + 4x) lautet 32 Py(x) = €3x(Ag + Az +
Agx?) = e3%(Agx + Arx? + Aga®).

Fiir den zweiten Summanden e2* ergibt sich der Ansatz Asz#(?)e?* = Azxe?®.

Fiir den dritten Summanden e ergibt sich der Ansatz Ayt (DeTe = A e

Fiir den vierten Summanden (23 — 22)e%® ergibt sich der Ansatz z#(%)e% Py(x) = 9% (A5 +
AGZE + A7.’L‘2 + AgZCS).

Fiir den letzten Summanden ze*® sin 3z ergibt sich der Ansatz x#(4+3% ¢4%( Ag sin 324 A1 cos 3x) Py (z) =
€4I (Ag sin 3z + A10 COs 31’) (Alll' + A12)

Der Gesamtansatz ergibt sich durch Summierung der 5 Teilansétze.
.y =5y 4+ 6y =esinz

Die charakteristische Gleichung A2 — 5\ + 6 = 0 hat die Losungen A; = 2 und Ay = 3. Der

Ansatz fiir den Storterm e2* sin z lautet

yp(x) = 222 CH) (Agsina + Aj cosz) = e**(Agsinz + A; cos z).

Y+ 4y + 8y = e 2% sin 22

Die charakteristische Gleichung A2 4+ 4\ 4+ 8 = 0 hat die Losungen A\; = —2 4 2 und Ay =

—2 — 2i. Der Ansatz fiir den Storterm e 2%z2 sin 22 lautet somit

Yp(x) = €72 (Ag sin 22+ A; cos 22)a (22 Py(z) = €722 (Ag sin 20+ A cos 22)( Az + Azz+Ayx?)x
(es gilt ja p(—2+2¢) =1).
Y 4y + 8y =e 2lsina

Die charakteristische Gleichung A2 4+ 4\ 4+ 8 = 0 hat die Losungen A\; = —2 4 2 und Ay =

—2 — 2i. Der Ansatz fiir den Storterm e~2%22 sin x lautet somit

Yp(x) = e 2 (Agsinz 4 A; cos 2)zH "2+ Py(x) = e 2 (Ag sinz+ Ay cos ) ( Az + Azz+ Ayx?)

(es gilt ja p(—2+14) = 0).



