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1. Gegeben sei das Gleichungssystem Ax = b mit

1 1 1 1
A=12 -2 3 und b= |gq
3 =1 p 2

Fiir welche p, g € R hat das Gleichungssystem

(a) keine Losung?
(b) eine eindeutige Losung?

(¢) unendlich viele Lésungen?

Bestimmen Sie alle Losungen aus (b) und (c).

Losung:

Zuerst bringen wir die erweiterte Matrix (A|b) auf Zeilen-Stufen-Form:

1 1
3 q (Zeile 2 - 2 x Zeile 1) und (Zeile 3 - 3 x Zeile 1)
p 2

1 1 1 1

0 —4 1 q—2 (Zeile 3 - Zeile 2)
0 -4 p—-3 -1

1 1 1 1

0 —4 1 q—2

0 0 p—4 1—g¢q

Beachten Sie: Der Algorithmus von Gauss-Jordan sieht vor, dass das Pivotelement stets
normiert wird. Da Parameter in der Matrix vorkommen, verzichten wir auf die Normierung
(da etwa in der letzten Matrix die 3. Zeile durch (p — 4) dividiert werden miisste - Probleme
bei p = 4!).

Nun ist (A|b) auf Zeilen-Stufen-Form.

ad (a): Ein System besitzt genau dann keine Losung wenn rg(A) < rg(Alb). Nun gilt hier
rg(A) > 2 und rg(Alb) < 3. Als einzige Moglichkeit bleibt daher rg(A) = 2 < 3 = rg(A|b),
damit Az = b nicht losbar ist. rg(A) = 2 gilt genau dann wenn p = 4 und rg(A|b) = 3 gilt
genau dann wenn entweder (p —4) # 0 oder (1 — ¢) # 0. Beide Rangbedingungen sind somit



genau fiir p = 4 und ¢ # 1 erfiillt.

ad (b): Ein System besitzt genau dann eine eindeutige Losung wenn rg(A4) = rg(Al|b) = n
gilt. Also fordern wir rg(A) = 3, was genau fiir p # 4 gilt. Die eindeutige Losung hat die

Form z = (71, %9, x3)T mit
l—q
xg—m
1 1 /pg—2p—3q+7
xz**g(‘l*?*%):*z (T)
oy =1y gy = PAT G138
Alp—4)

ad(c): Ein System besitzt unendlich viele Losungen wenn rg(A) = rg(Alb) < n gilt. Wir
wissen bereits, dass rg(4) > 2 gilt, also kann obige Bedingung nur erfiillt werden, wenn
rg(A) = rg(A|b) = 2 hélt. rg(A) = 2 genau dann wenn p = 4 und rg(A4|b) = 2 genau dann
wenn p =4 und g = 1. Also gilt: Az = b hat genau dann unendlich viele Losungen fiir p = 4
und ¢ = 1. Somit hat die erweiterte Matrix die Form

1 1 1 1
0 -4 1 -1
0 0 0 O
Setzt man zo = t als Parameter, so folgt aus —4x + x3 = —1, dass z3 = —1 + 4t und aus

21+ w2+ a3 =1 folgt &1 =1 —t— (=14 4t) = 2 — 5¢. Also hat die allgemeine Losung die
Form

-1 4

Man kann den Parameter (jetzt s) auch bei z3 setzen, also £3 = s. Dann rechnet man aus
der Zeilenstufenform-Matrix von unten nach oben die Werte der Variablen aus und bekommt
eine alternative Darstellung aller Losungen durch

O

Beachten Sie, dass es sich um die gleiche Losungsmenge handelt!
2. Berechnen Sie fiir A aus obigem Beispiel
(a) det(A),
Losung:

Entwicklung nach der ersten Zeile:

1 1 1

det {2 —2 3| =det (? 3>—det <§ 3)+det <§ f)
3 —1 p D D

=(-2p+3)—(2p—9) + (—2+6) = —4p + 16.



(b) die Menge aller p € R, sodass A regulér ist,
Losung:

Die Matrix A ist genau dann regulir, wenn det(A) # 0 gilt, d.h. p # 4.

(c) A7 fiir p=3.

Losung:
1 1 1 1 00
2 =23 010 (2. Zeile - 2 x 1. Zeile) und (3. Zeile - 3x 1. Zeile)
3 -1 3 0 0 1

1 1 1 1 00
0 -4 1 -2 10 (3. Zeile - 2. Zeile) und 2. Zeile normieren
0 -4 0 -3 0 1

0

0

1

1 1 1 1 0
0 1 i % i 3. Zeile normieren und (1. Zeile - 2. Zeile)
o0 -1 -1 -1
5 1 1
Loa 5 1 %Y | . . . .
1 -3 3 -1 0 (5 x 1. Zeile - 3. Zeile) und (4 x 2. Zeile + 3. Zeile)
0 0 1 1 1 -1
o0 -3 ot
0 4 0 3 0 -1 1. Zeile x % und 2. Zeile durch 4
0 0 1 1 1 —1
3 5
1 0 0 i -1 1
0 1 1 7
001 1 1 -1




