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Betrachten Sie folgende Funktionen mit Argument- und Bildbereich gleich R:
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Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und das Bild der Funktionen.
Sind die Funktionen monoton? Wenn ja, auf welchen Bereichen?

Sind die Funktionen injektiv, surjektiv?

Bestimmen Sie die Umkehrabbildung (falls méglich) mit geeignetem Bildbereich.

Sind die Funktionen beschrankt?

ad f(z) =2z — 5:

1.

Definitionsbereich D = R (alle Argumente in R sind zugelassen)
Bild B =R (jede reelle Zahl kommt als Bild vor).

Da f eine affin-lineare Funktion mit positiver Steigung ist, liegt die Vermutung nahe, dass
f streng monoton steigend ist. Formal weisen wir das wie folgt nach: Sei z; < x5 (mit
21,2 € R) dann folgt

r1 < T
2x1 < 2x9
f(l‘l) =21 —5<2x9—5= f(IQ)

Die Funktion is injektiv da f streng monoton steigend ist.
Surjektivitéit folgt daraus, dass der Bildbereich mit dem Bild tibereinstimmt, d.h. fiir jedes
y € R gibt es ein z € D mit f(z) =y.

Da f : R — R bijektiv ist, gibt es eine Umkehrabbildung. Um die Umkehrabbildung zu
bestimmen, formen wir die Funktion um:

y=2xr—5
y+5=2x
y+5 _
P2 =)

Offensichtlich ist die Funktion nicht beschrénkt, da B = R gilt und die Menge R ist unbe-
schrankt.



ad g(z) = +£2:

l—x°

1. Definitionsbereich: D = R\ {1}, da der Wert im Nenner nicht Null werden darf.
Bild: B = R\ {-1}: Dies iiberlegt man sich, indem man versucht, zu dem potentiellen
Bildpunkt y € R das zugehorige Argument € D mit g(x) = y zu finden. Legt man y € R
1

fest, dann miisste = = y—jrl sein, damit g(x) = y gilt. Offenbar gibt es aber ein derartiges

nicht, wenn y = —1 ist. Also hat das Bild die Form B =R\ {—1}.

2. Monotonie: Wir wihlen zwei Argumente x; < zo < 1 aus dem Definitionsbereich. Wir
nehmen an, dass g(z1) < g(z2) gilt. Also zeigen wir, dass g(z1) > g(x2) nicht stimmen kann:

1+x > 1+ x5
171‘1 - 17932

g(w1) = = g(z2)

1+1‘1*Z‘2*Z‘11‘2 1+I2*I1*I11‘2
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D.h., wenn g(z1) > g(x2) gelten soll, dann miisste 21 > xo sein. Da aber 21 < x5 gilt, folgt
daraus, dass g(x1) > g(z2) nicht stimmen kann und somit g(z1) < g(x2) fiir alle 71 < z2 < 1
hilt. Also ist g streng monoton steigend im Intervall (—oo, 1). Analog zeigt man, dass g auch
streng monoton steigend im Intervall (1, 00) ist.

3. Zuerst beobachten wir, dass g streng monoton steigend auf (—oo,1) und auf (1, c0) ist. Also
ist g eingeschriinkt auf (—oo,1) injektiv und somit haben wir fiir alle 21 < z2 < 1 die
Folgerung g(z1) < g(x2). Analog gilt fiir alle 1 < z; < z2 die Folgerung g(z1) < g(x2). Es
bleibt zu zeigen, dass fiir zwei Werte x1 < 1 < o folgt g(x1) # g(x2). Wir beobachten, dass

g(x) > -1 dal4a>—-1+x
fiir alle z € (—o0, 1) und

1+

g(z) < —1 <-1l<<= l4+ox>-1+4+2

fiir alle « € (1, 00) gilt (Achtung: hier gilt 1 — 2 < 0, deshalb Vorzeichenwechsel).
Also folgt g(z1) > —1 > g(x2) und somit insbesonders g(x1) # g(z2).

Fasst man die Beobachtungen zusammen, so folgert man, dass fiir jedes Paar z1,z2 € D mit
x1 # w2 folgt g(x1) # g(x2). Somit ist g injektiv.

Wir haben bereits festgestellt, dass B # R (wir mussten —1 exkludieren). Also ist g nicht
surjektiv.

4. Da g injektiv ist, kann man g zu einer bijektiven Funktion machen, indem man den Bild-
bereich auf B einschrinkt. Die zugehorige Umkehrabbildung haben wir bereits in Punkt 1
bestimmt. Sie lautet )

-1 _ Y-
=) Y

5. Wir wissen bereits dass B = R\ {—1}. Das ist eine unbeschrénkte Menge, also ist g unbe-

schrankt.



