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Kapitel 0

Motivation

0.1 Vektor- und Matrizennormen

Seien

o~
o~

1.0000
1.0000

1.0000
1.0000

1.0000
1.0001 /"

1.0000
0.0001 )/’

~(2.0000
= 12.0000)/°

(20000
= \2.0001) -

Lose die Gleichungssysteme Az1) = ¢, Az®) = d, B2® = ¢, Bz = d:

W _ (2 2 _ (1
= (3)- «=(5)

A ist schlecht konditioniert, k2(A) = 40002, B ist gut konditioniert, ko(B) = 2.6184.

20 —

o-()

2.0001
—0.0001

0.2 Skalarprodukte und Orthogonalitit

Gegeben seien 200 Punktepaare

Gesucht ist jene Funktion

0.030309884000
0.048384392000
0.083117662000

9.935929800000
9.967067200000
9.996520900000

10.179922000000
10.120494000000
10.145601000000

94.606340000000
95.324167000000
96.100050000000

f(z) =ao+ a1z + asx? + asx® + agx* + age” + ag cosx + ar sin .,

die die Punkte am besten

approximiert.



0.3 Eigenwerte

0.3.1 Asymptotik von Matrizenprodukten

Betrachte eine (abgeschlossene) Population von Hithnern und Fiichsen. Die Anzahl der Hiithner
zum Zeitpunkt n sei H,, jene der Fiichse F),. Es gelte

Fpir = 0.6F, + 0.5H,,
Hyy1 = —kF, +12H,, k Killrate“.

Zum Zeitpunkt 0 gibt es Fy = 100 Fiichse und Hy = 1000 Hiihner.

e Wie entwickeln sich F;,, H,, fir n — oo?
e Wie groft muss k sein, damit beide Populationen aussterben?

e Gibt es einen ,stabilen” Zustand?

0.3.2 Positiv Definite Matrizen

Diskretisieren der stationdren Warmeleitungsgleichung

— =f(z), 0<z<1Lu(0)=u(l)=0

mit dem finiten Differenzen Schema

~u(wg + h) — 2u(xg) + uzk — h)

2 = f(z)
ergibt ein Gleichungssystem der Gestalt
2 -1 0 0 0\ /uw f(1/6)
-1 2 -1 0 0 U2 1
o -1 2 -1 0 us | = ) tridiagonale, positiv definite Matrix
o o0 -1 2 -1 Uy
0 0 o -1 2 us £(5/6)

0.4 Singularwertzerlegung

Sei
0.3023161 0.7667215 0.3111570
. —0.2835463 0.2194864 —0.0403317
— | —0.1163911 0.1914451  0.0094212 |’
—0.2112675 0.4953307  0.0587599
0.302324  0.766728  0.311133
B_ —0.283463 0.219550 —0.040571
| —0.116693 0.191214  0.010283

—0.211201 0.495382  0.058570

Numerische Rechnungen ergeben rank(A4) = 3, rank(B) = 2 und ||A— B||2 = 0.001. Wie sieht
man einer Matrix an, ob ihr Rang ,.echt” ist oder durch numerisches Rauschen verursacht wurde?
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Kapitel 1

Vektor- und Matrizennormen

Notation 1.0.1. Folgende Notationen werden in diesem Skriptum verwendet.
K:=R oder C
K := Korper

1.1 Vektornorm

Definition 1.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Funktion || - || : V' — R heifst Vektornorm wenn
sie die iiblichen Normaxiome

(N1) [|z]| >0 und ||z =0 2 =0,
(N2) |loz|| = |af - [|z],
(N3) llz+yll < [zl + llyll

fiir alle z,y € V,a € K erfiillt. (V|| -||) heifst normierter Raum.

Beispiel 1.1.2. V=K"peN, |z, := ]o1]P + -+ |z
Beispiel 1.1.3. V = K", ||z|| , := max{|z1|,...,|zn|}.

Beispiel 1.1.4. V = Cla,b,p € N, || f|, := ¢/ [ |f(x)["da.

Beispiel 1.1.5. V = Cla, b, || f|l, := sup |f(z)|.

z€la,b]

Bemerkung 1.1.6. Sei (V.|| - ||) ein normierter Raum, dann wird V' vermittels d(z,y) := ||l — y||
zu einem metrischen Raum (und damit zu einem topologischen Raum).

Satz 1.1. (Normdquivalenzsatz)
Seien || - || und || -||" zwei Normen auf K™. Dann gibt es zwei positive Konstanten ¢ und ca, sodass
fir alle x € K™ gilt:

caflz]” < flzll < coll2])”.

Beweis. Zunichst setze: || - [|" = || - ||5

1. Sei x = (x1,...,2,) = x161 + -+ + Zpe,. Dann gilt

(N3) (N2)
[zl < el + -+ llznenll < faa] - fledl] + - + x| - fleal

< max foel(leall -+ leal) < 3l + -+ s = esllal,

c3




2. Durch f(z) := ||z|| wird eine Abbildung f : K™ — R erklart.
Behauptung: f ist stetige Funktion vom K™ versehen mit der 2-Norm nach R.
Seien z,y € K*. O.B.d.A f(z) < f(y). Dann gilt:

0<fy) = f) = llyll = llzll = Iy = 2) + 2l =[] < lly =zl + [J«]] = [l=]] < esllz =yl

also [f(y) — f(z)] < esllz =yl
Daher ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante c3, also stetig.

3. Die Menge S := {z € K" : ||z|, = 1} ist abgeschlossen und beschrénkt, daher kompakt.

4. f nimmt auf S sein Minimum bei = zy an. Daher gilt f(x) > f(x9) = ¢4 > 0 fiir alle
reS.

5. Seien x € K", a = ||z|,. Dann gilt:

[z]] = |la==z| = |of - [yl = |alf(y) = callz],-
@ €s
6. Sei jetzt || - ||’ eine beliebige Norm. Nach 1-5 gibt es positive cs, ¢4, ¢5, ¢g mit:
callzlly < =]l < esll]],,
collzlly < ll2ll” < esllll,
4 3
— llzll” < eallzlly < llz]l < esllz]l, < o [l]|".
—~~ —~~
c1 Cc2

O

Bemerkung 1.1.7. Dadurch wird auf K™ durch verschiedene Normen dieselbe Topologie definiert.

1.2 Operator- bzw. Matrixnormen

Notation 1.2.1. Die Bezeichnungen , Linearer Operator und ,lineare Abbildung* werden in der
Folge synonym verwendet.
K™*™ . Menge der m x n Matrizen mit Eintragen aus K.

Wie soll man Matrizen eigentlich ,messen“?
Jede Matrix € K™*" kann als langer Vektor im K™" gedacht werden.

Definition 1.2.2. Sei A € K™*", dann definiere

Z Z lai;|*  (Frobeniusnorm).

i=1 j=1

1Al =

Bemerkung 1.2.3. || - ||  erfiillt die Normaxiome (N1) bis (N3).
Bemerkung 1.2.4. Seien A € K™*" B € K"*" z € K”. Dann gilt:

[Azly < Al £ ll2ll;

[ABlp < | Al 2l Bl -



Die erste dieser Eigenschaften ist besonders wiinschenswert (|| - || » und || - ||, sind vertréglich).
Fiir eine interessante Matrixnorm soll also gelten:

Az
pay > ey
]
Eine mogliche Wahl ist daher
Az
[IA]l :sup{u Dx# 0}.
k|
Definition 1.2.5. Seien (V,|| - ||;,) und (W, || - ||;;/) normierte Réume und F' : V' — W eine lineare

Abbildung. Dann definiere:

Il = sup { L0 0 20

[l
.die von || - ||, und || - ||, induzierte Operatornorm von F*.
Bemerkung 1.2.6. Dadurch wird auch induzierte Matrixnorm definiert.

Satz 1.2 (Eigenschaften von Operatornormen). Seien (V.| - ||,,), (W, [ - ), (X, - || x) normier-
te Riume, FH:V - W .G: W — X,z € V,a € K. Dann gilt:
N1 [[Fllyw = 0 und ||Fl|y,y =0« F =0 (Nullabbildung),

N2) ([aFllyw = lel - [Flly,w

(N1)

(N2)

(N3) [[F+ Hlyy < v + I Hllvw,
(N4) [E @)y < [Elly,wllly

(N5) HGOFH\/,X < ||GHW,X ) ”FHV,W'

Beweis von (N3). Es gilt:

I+ D@l _ [1F@) + H@)llw - F@lw | [1H ()
[l ]l = =l ]l

I
<Pl + 1 H v

Bildet man auf beiden Seiten das Supremum iiber alle x # 0, so folgt

IE+ Hllyw < [1Fllvw + [Hllvw-

Bemerkung 1.2.7. Seien V =K" W =K" F :V — W linear. Dann gilt:

1]} = max{[|F ()l : lz]y, =1}

7] = ()

lI-lI=1

Beweis. Da
1E (@) (v2)

]|

)

miissen nur z mit ||z[|,, = 1 betrachtet werden. Da diese eine kompakte Menge bilden, wird das
Supremum tatsichlich angenommen, es handelt sich also um ein Maximum. O

Satz 1.3. Sei A € K"*". Dann gilt

o Al = Al = max. > i1 laij| Zeilensummennorm®,



o Al =llA]l; = jmax Soiy laij| »Spaltensummennorm®.

Beweis. e Sei x € K" mit [|z], = 1. Dann gilt
n n n
Aol = max [(Ao):| = max 1) ayjz;| < max B lay| Jag] < max D layl,
= A P =
n
und damit ||A]| = max ||[Az| < max ) |a;].
[|z||=1 i=1..n i
n
Um die umgekehrte Richtung zu zeigen, wihle &k € {1,...n} so, dass > |axj| =
j=1

3
max 3 fag|.
i=l..n i
Mann muss x; so wihlen, dass |z;| =1 und |axj| - |z;| = arjz;. Setze
N
1
lak;| )
xj=q akj#o.
1 ak]— = 0

Jetzt gilt also in obiger Ungleichung iiberall Gleichheit.

10



Kapitel 2

Sensitivitat linearer
Gleichungssysteme

2.1 Konditionszahl, Sensitivitat linearer Gleichungssysteme
bei Storung der rechten Seite

Ax = b,
Alx + Ax) =b+ Ab

Wie grof ist Az hichstens?
Sei || - || in diesem und im nédchsten Abschnitt eine feste Norm.
Was ist ein verniinftiges Mafs fiir Ax 7

e ||Az]|| ...absoluter Fehler (uninteressant)

. relativer Fehler

e besser:
Es gilt:

Azr + ANz = b+ Ab,
ANz = Ab,
Az = A"TAD,
D] = AT Ab| < [[ATH] - [12b],
[l = [l Az]| < [[A]| - [l=]I,

also [|z| > meH, zusammen erhalten wir

[Ax]| —1y 120
<Al - IIATH =
[l 161l
Definition 2.1.1. Sei A € K"*". Dann definiere
a(A) = IA|l-|A=Y .. .falls A r.eguléif,
+00 ...falls A singular.

~Konditionszahl von A.“

11



Satz 2.1. Seien A € K"*" b, Ab, x, Az € K", A requlir, Ax = b, A(x + Ax) = (b+ Ab). Dann
gilt:
Az

]

Ab
. “W%'

Bemerkung 2.1.2.

1. Die Konditionszahl hangt von der gewéhlten Norm ab. Wegen des Norméquivalenzsatzes
heifst allerdings grofse Konditionszahl in einer Norm auch grofe Konditionszahl in jeder
anderen Norm.

2. grofe Konditionszahl = Matrix schlecht konditioniert,
kleine Konditionszahl = Matrix gut konditioniert.

3. geg. Gleichungssystem Ax = b (riesig). Sei & eine Naherungslosung (z.B. aus iterativem
Verfahren) Sei r := AZ — b ,Residuum® . Anders geschrieben: Ax =b, AZ =b+r,

2.2 Sensitivitat eines Gleichungssystems bei beidseitiger Sto-
rung
Notation 2.2.1. [ ... Einheitsmatrix

(o]
Lemma 2.2.2. Sei B € K™ mit |B|| < 1. Dann ist I — B invertierbar, die Reihe Y. B*
k=0

konvergiert, es gilt (I — B)_1 =Y B* und ||(I — B)_IH < ﬁ.
k=0

Beweis. 1. Annahme: T — B ist nicht invertierbar, d.h. es gibt ein a # 0, sodass (I — B)z = 0.
Dann gilt x = Bzx.

[#]] = || Bz|| < [|B]| - [[#]| < [« Widerspruch.
2,
N N N
(I-B)> B*=> BF-Y BF!=T1- BN
k=0 k=0 k=0
daraus folgt:
N
> B =(1-B){(1-BY")
k=0
Da || BN+ < || BV 2222 0, folgt
~~
<1

in =(I-B)".
k=0

I =B) =1 B <D IB* I <D IBII* = —=r-
k=0 k=0 =~ 1Bl
<1

12



Satz 2.2. Seien A, AA € K"*™ b, Ab, x, Ax € K". Es gelte Ax = b, (A+AA)(z+Ax) = b+ Ab,

0 := max {% , %} , 7= 0k(A) < 1. Weiters sei A reguldr. Dann gilt:

2] 3ul)  fUBAL S1
ol = T TAT Tl

Beweis. 1. Brauche zuniichst die Inverse von (A + AA) = (A+IAA) = A(I + A71AA).
Wir wissen: |ATTAA| < JA7Y| - |AA| < [|[A7H] -6 - [[A|| = 0(A) =r < 1.
= obengenannte Matrix ist invertierbar (laut Lemma).

2. Multipliziere von links mit A~!
(I+A'AA)(z + Az) =z + AL Ab,
r+Ax+ AT AA(x + Ax) =z + ATHAD,

Az =ATTAb— AT AA(x 4 Ax), (2.1)
[ Ab[| < 6]jbl| = o] Az|| < 6] Al - ||z,

_ -1 _ _ -1 _
lo+ Azl = (I + AT AA) (z+ ATIAD)| < (T + AT AA) |- (llall + AT - [ A])

und laut Lemma gilt

<

1 1+7r
SIAY - 1Al - -

—— (2l + 8 A7 JA] all) = T
N

T

]l

Alles in () einsetzen ergibt

_ 147 147
50l < G147 - IAY ol + 95y 7ol = dn(a) (14 152 )
—_————
sr(a) T

daraus folgt

[Az]] _ 2r(A) {IAAI IAbI}_
1AL ol

]l = 1—r

13



Teil 11

Innere Produkte
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Kapitel 3

Innere Produkte und Orthogonalitat

3.1 Unitare Raume und Euklidsche Raume

Definition 3.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Funktion (-,-) : V x V' — K heifit inneres
Produkt (bzw. Hermitesches Produkt/Form fiir K = C oder Skalarprodukt fiir K = R), falls fiir
alle z,y,z € V, a € K gilt:

(IP1) (z,y+ z) = (x,y) + (x,2z) (Linearitit im 2. Argument)
(IP2) (z,01) = a{a,y)
(IP3) (w,y) = (y,7)
Wenn zusétzlich
(IP4) (x,x) >0 fir x #0

gilt, so heift das IP positiv definit (p.d.)
(V, (-, -)) heift Inner-Produktraum (bzw. wenn das IP positiv definit ist, unitdrer Raum falls K = C,
oder Euklidscher Raum falls K = R).

Bemerkung 3.1.2. 1.

2. Achtung: Definitionen, Namen, Position der Konjugation variieren.
Beispiel 3.1.3. V. =R" (x,y) := f: Ty = aty
Standard-inneres-Produkt, ist pogtliv definit.
Notation 3.1.4. Fiir A € K™*™ gchreiben wir

AT =g = A
die zu A adjungierte Matrix.

Bemerkung 3.1.5.
(A+B) = A* + B*

(@d)" = GA*
(AB)* = B*A*
(A7) =4

15



Beispiel 3.1.6. V =C" .
(@, y) = Ty =T'y=a"y
=,Standard-IP“. Da ;_1 .
(x,x) = Zx_le = Z |gcl|2 >0,
i=n i=1

ist das IP positiv definit.
Beispiel 3.1.7. Sei A € K"*™ mit A* = A. Dann ist

(2,y) 4, = 2" Ay
ein inneres Produkt.

Beispiel 3.1.8. V =Cla,b] := {f : [a,b] — C : fstetig}

b
(fg) = / F@g(x)de

3.2 Durch innere Produkte induzierte Normen

Definition 3.2.1. Sei V ein Vektorraum mit p.d. IP (-,-), fiir € V definiere

|| ()= (z,2).
,Durch (-, -) induzierte Vektornorm®.

Lemma 3.2.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). V' sei ein Innerer-Produktraum (p.d.), x,y €
V. Dann gilt

[z )| < [l2l] - [lyll-

Beweis. Da fiir y = 0 beide Seiten verschwinden, ist in diesem Fall nichts zu zeigen. Wir kénnen
daher annehmen, dass y # 0. Sei p € K. Dann gilt

0 < (x4 py, v+ py) = (z,x) + Ay, ©) + p(w,y) + 7y, y)-
Wihle 1 = — {22 Es folgt

(yy)
T, , T x, , T ) , L
0< (z,a) — (z,y)(y, )  (z,y){y,z) N (z,y){y ><y7y>,
(v, 9) (v, ) (v, 9){y,9)
0 S (.T,.T> _ (‘T’y><y)$>’
(v, 9)
(z,y)(x,y) < (2, 2)(y,v),
[z, ) * <l - [yl
O
Satz 3.1. Die vorhin definierte Norm ||z|| . ., := +/{x, ) ist tatsdchlich eine Vektornorm.
Beweis. (N1) und (N2) sind klar. Wir zeigen (N3):
lz+ylI* = (z+y,x+y) = (@) + (y,2) + (@,9) + (. 9) =
= (z,2) + (v, ) + (&, y) + (2, y) = (2,2) + (y,y) + 2 Re(z,y) <
C.S.
< (@) + (yoy) + 2@ )| <l + llyl® + 202l -yl =
= (l=]l + lyl)*
|

16



Bemerkung 3.2.3. Das Standard IP auf K™ induziert die || - ||,-Norm.

3.3 Skalarprodukt und Winkel

a? =b*+c* — 2bccosa (,Cosinus-Satz")

a=ly—zl, b=lyl, c==

2 2 2 -z
ly =) = llz” + lylI” = 2[l=]| - [[yll cos o J
2
ly—2l” =y —z.y—2) = (y,y) — (x,y) — {y,2) + (z,2) a
0 T -
Daraus folgt
(z,y)
cos Z(x,y) = ———
(- llyll

Fiir normierte Vektoren ist das Standard-Skalarprodukt gleich dem Cosinus des von ihnen
eingeschlossenen Winkels. Wenn z und y den Winkel von 90° einschliefsen: (z,y) = 0 ,,z und y
sind orthogonal®.

3.4 Orthogonalitat

In diesem Abschnitt sind alle IP p.d..
Definition 3.4.1. Sei V ein IPR, v,w € V. v und w heifen orthogonal, wenn (v, w) = 0.
Beispiel 3.4.2. V = K", Standard IP, v = e, w = e7,i # j.

Satz 3.2 (Satz von Pythagoras). Seien x,y orthogonale Vektoren, dann gilt:

2 2 2
[z +ylI” = ll=lI” + ly[I°-

Beweis.

|z +ylI* = (@ +y, 2 +y) = (@ 2) + {&,9) + (v, 2) +(y,9) = l* + [ly]*.
M~ = T +y T
0 0

O >

Definition 3.4.3. Sei V ein IPR und W ein Teilraum von V', dann heifst
Wht={veV: (v,w)=0 YwecW}
das ,orthogonales Komplement von W*

Proposition 3.4.4. Seien V, W, W= wie in Definition[FZ-3 Dann ist W=+ ein Teilraum von V.

Beweis. Seien v,v' € W, a, 3 € K. Dann gilt fiir alle w € W

(w,av + pv') = a(w,v) +6 (w,v") = 0.
=0 =0

Proposition 3.4.5. W N W+ = {0}.

17



Beweis. Sei v € W und v € W+, Dann gilt
(v,wy =0 firweWw

und speziell fiir w = v :
0= (v,0) =0v=0.

Definition 3.4.6. Sei V ein IPR, S C V. S heifit Orthogonalsystem, wenn:
e v#0 Yvels,
o (v,w)y=0 firv#webs.

Wenn zusétzlich
e (v,vy=1 YoeSs

gilt, heiflt S ein Orthonormalsystem. Ist S eine Basis eines Teilraumes W, so heifst S eine Ortho-
gonalbasis bzw. Orthonormalbasis von W.

Beispiel 3.4.7. V. =K", S = {e!,...,e"} ist Orthonormalbasis von K".
S emi — . _ 1 inx

Beispiel 3.4.8. V =C[-7m,n]: gn = orss

Behauptung : (gn),,c; ist ein Orthonormalsystem.

(Gns gm) = ]

1 .
eznm -
V2T V2T

" dx

T

1 _
_ 2_ ez(mfn)xdx
0
2 z)" m=n
1 Cos((m—n)fr)-l—isin((m—n).fr)—cos((m—n)w)-‘,—isin((m—n)ﬂ') m 7& n
C2m |1 (=) m=mn
O m#n
)1 m=n
Proposition 3.4.9. Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.
Beweis. Seien v',...,v* € S, \1,..., \p € K.
0:)\1’Ul+...+)\kvk
0=X W o)+ F X000+ A 08, 0F) = N (0F, o)
N—— N—— S~——
0 0 #0
Daraus folgt \;, =0 firt=1,... k. O

18



3.5 Darstellung von Inneren Produkten durch Matrizen

M e K" M* = M, (z,y),, := «*My ist inneres Produkt.

Satz 3.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler IPR (IP nicht notwendigerweise p.d.) mit einer festen
Basis B = {v!,... v} mit der Koordinatenabbildung ®p : K¢ — V. Dann gibt es genau eine
Matriz M, sodass fiir alle x, y € V

(2,y) = 25 (2)" MPF' (y).

gilt. Fir diese Matriz gilt M = M*. Ezxplizit gilt M = (mji)1<j<a mit
1<k<d

mje = (v, 0%). (3.1)

d . d .
Beweis. Seix = Y x;v7 undy = 3 y;07, also @5 (z) = (w1, ...,24)  und 5 (y) = (y1, ..., v4)",

Jj=1 Jj=1
dann gilt
d d
(wy) = D_we!, D w™ ) = 75, o)y = O3 (1) MOG (y).
j=1 k=1 3k N

Mk

Somit gilt mj, = <’Ujﬂvk>1§j7k§d' Fiir M* folgt daraus:

M* = ((v7,0%))1<k<a = ((0*,07))1<p<a = M.
15j<d 15524

Falls es eine zweite Matrix gibt, sagen wir N, dann folgt daraus, dass fiir alle z,y
O35 (@) MO (y) = (z,y) = 5 (x) ' NOR' (y)

gilt, also ®5*(2)*(M — N)®3' (y) = 0. Sei nun C = M — N, dann gilt fiir alle u,v € K": u*Cv = 0.
Sei nun u = €', v = ¢/. Dann folgt _ _

(e Cel = i,
flir alle 4, 7, somit muss C' = 0 gelten und daraus folgt schlielich M = N. O

Definition 3.5.1. Mit den Bezeichnungen von Satz heifst M die Matrixdarstellung von (-, -)
beziiglich der Basis B.

Wie éndert sich die Matrixdarstellung bei Ubergang zu einer neuen Basis?
Satz 3.4. Sei (V,{-,-)) ein IPR, B = (v',...,v?) und C = (w',... , w?) zwei Basen von V mit

Ubergangsmatriz S = (sjx)1<j<a € K, d.h.
1<k<d

d
f ,
w :E 5kV7,
=1

und M die Matrizdarstellung von (-, -) beziiglich der Basis B. Dann ist die Matrizdarstellung von
(-, ) beziiglich der Basis C' durch

N=S5"MS
gegeben.
Beweis. Wir schreiben N = (n¢)1<i<q. Laut @I gilt
1<6<d
d d d
N = <wi,we> = <Z sﬂvj,z(suvk> = ZZ%<’U§I,U]€> Spe = (S*MS) 0.
j=1 k=1 j=1k=1
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3.6 Sylvesterscher Tragheitssatz und Positiv Definite Matri-
zen 1

Definition 3.6.1. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ : V' — R. Dann heifst ¢ eine quadratische Form
auf V', wenn es ein IP (-, -) auf V gibt, sodass fiir alle 2 € V gilt, dass ¢(z) = {(x, z). In diesem
Fall heiftt ¢ die durch (-, -) induzierte quadratische Form.

Bemerkung 3.6.2. Jedes IP (-, ) auf einem Vektorraum V induziert eine quadratische Form:
Schliefslich gilt (x,z) = (x,x) fiir alle € V, also ist (z, x) fiir alle € V eine reelle Zahl.

Das innnere Produkt kann aus der Kenntnis der quadratischen Form rekonstruiert werden:
Proposition 3.6.3. Sei (V, (-, -)) ein IPR und q die durch (-, -) induzierte quadratische Form.
1. Wenn K =R, so gilt
(z,y) = %(Q(x +y) —alz —y))
fir alle x, y € V..
2. Wenn K = C, so gilt

(z,y) = i(q(z +y) — q(r —y) —iq(z +iy) +ig(x — iy)).

Bewets. 1. Es gilt

z+y)—qlx—y)=(+y,z+y) —(r-y,x—y)
= (z,2) + (y, ) + (z,9) + (y,y) — (x,2) + {y,2) + (z,9) — (y, )
=4(z,y).

2. Es gilt

gz +y)—qlx—y) +q(z +iy) — q(zr —iy) = (z,2) + (y,z) + (v, y) + (v, v)
—(@, 2)+(y, )+ (2, 9) — (¥, y) —i (@, 2) + (2, y) — (Y, ) =i {y, y) +i (z, ) + (@, y) = (y, ©) +i (Y, y)

=2((z,y) + (z,9)) +2({z,y) — (z,9)) = 4N (z,y) + 4iS (z,y) = 4 (z,y) .

O

Definition 3.6.4. Sei (V, (-, -)) ein IPR und ¢ die durch (-, -) induzierte quadratische Form.
Dann heifen (-, -) und ¢

1. positiv definit, wenn Vo € V '\ {0} : ¢(x) = (z,z) > 0,
2. negativ definit, wenn Vr € V' \ {0} : ¢(z) = (z,z) <0,
3. positiv semidefinit, wenn Vo € V : q(x) = (x,x) > 0,
4. negativ semidefinit, wenn Vo € V : q(z) = (z,z) <0,

5. indefinit, wenn es weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist, es also ein z € V
mit ¢(z) = (x,2) > 0 und ein y € V mit ¢(y) = (y,y) < 0 gibt.

Satz 3.5 (Sylvester’scher Tragheitssatz). Sei (V,(-, -)) ein IPR der Dimension n < oo. Dann
gibt es eine Basis von V', beziiglich der (-, -) die Matrizdarstellung

D = diag(1,...,1,—1,...,-1,0,...,0)
—— ——— —
T S n—r—s
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fiir passende r, s > 0 besitzt. Die Gréfien r und s hdngen nicht von der gewdhlten Basis ab,
genauer gilt

r=max{dimW | W CV, (-, - )|w ist positiv definit}, (3.2)
s =max{dimW | W C V, (-, -)|w ist negativ definit}. (3.3)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir
betrachten nun Fall eines allgemeinen n. Wenn (z,y) = 0 fiir alle 2, y € V, so kann man eine
beliebige Basis wéhlen; beziiglich dieser wird (-, -) durch die Nullmatrix dargestellt.

Wir kénnen also voraussetzen, dass es x, y € V mit (x,y) # 0 gibt. Nach Proposition
gibt es daher ein z € V mit (z,z) # 0. Ersetzt man z durch v = (1/4/] (2, 2) |)z, so erhélt man
(u,u) = (2,2) /| (2. 2) | € {£1}.

Wir betrachten nun W = {w € V | (u,w) = 0}. Das ist der Kern der linearen Abbildung
w +— (u,w) von V nach K, die wegen (u,u) # 0 nicht die Nullabbildung ist. Somit hat diese lineare
Abbildung Rang 1, nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt somit dim W =n —1
und damit V = W & span{u}.

Fiir die Einschrinkung (-, -)|w von (-, -) auf W kann somit die Induktionsannahme ange-
wandt werden, wodurch wir {u} durch eine Basis von W zu einer Basis von V ergénzen konnen,
beztiglich der (angesichts (u,w) = 0 fiir w € W) (-, ) durch eine Diagonalmatrix mit Eintrdgen
aus {0,+1} dargestellt wird. Durch Permutation der Basiselemente kann im Bedarfsfall die im
Satz angegebene Anordnung der Diagonalelemente erreicht werden.

Zum Beweis von ([B2) bezeichnen wir die gefundene Basis von V mit B = {vy,...,v,} und das
Maximum auf der rechten Seite von [BZ) mit M.

Wir betrachten zunéchst W, = span{vy,...,v,.}. Fiir x € W, \ {0} gibt es eine Darstellung
r = Z;Zl ojv; fiir passende Skalare ;. Somit gilt

T T ka T T T T
(x,2) = <Z ajvj,Zakvk> = ZZa_jak (vj,vg) = ZZa_jakéjk = Z lo;|* > 0,
j=1 k=1 Jj=1

=1 k=1 j=1k=1

wobei das Kronecker-Delta d;;, fir (v;, vi) aufgrund der speziellen Gestalt der Matrixdarstellung
auftritt. Somit ist (-, - )|w, positiv definit und es folgt M > r.

Um M < r indirekt zu zeigen, nehmen wir an, es gebe ein W mit dim W > r, sodass (-, - )|w
positiv definit ist. Weiters setzen wir U = span{v,41, ..., vy}, wobei es sich um einen Unterraum
der Dimension dimU = n — r handelt. Nach der Dimensionsformel fiir direkte Summen folgt
UNW # {0}. Wir kénnen daher ein 0 # x € U N W wihlen. Wir stellen z als x = ) 1 QU;
fiir passende Skalare a; dar. Somit gilt

n
Jj=r+

n

0<(x,x>=< Z a;vy, Z ak'Uk>: Z Z ajag (vj, V) = Z |aj |* (vj, v5) <0,

Jj=r+1 k=r+1 Jj=r+1k=r+1 Jj=r+1

ein Widerspruch.
Schlieklich ergibt sich (B3) durch Anwendung des Bewiesenen auf —(-, -). O

Definition 3.6.5. Sei (V, (-, -)) ein IPR mit » und s wie in (82) und @3). Dann heifit » + s
der Rang von (-, -) und r — s die Signatur von (-, -). Manchmal wird auch das Paar (r,s) als
Signatur von (-, -) bezeichnet.

Definition 3.6.6. Sei A € K"*™ mit A* = A. Dann heiflt A positiv definit/negativ definit/positiv
semidefinit/negativ semidefinit /indefinit, wenn das durch A induzierte innere Produkt (-, - )4 (mit
(x,y) 4 = x*Ay) positiv definit/negativ definit/positiv semidefinit/negativ semidefinit/indefinit

1st.
Angesichts von Satz B4l ist folgendes Lemma keine Uberraschung:

Lemma 3.6.7. Sei A € K"*"™ positiv definit und S € K"*" reguldr. Dann ist auch S*AS positiv
definit.
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Beweis. Fiir x # 0 gilt wegen der Regularitit von S auch Sz # 0 und daher
(@, ) g yg = " S"ASx = (S)* A(Sw) = (Sx, Sx) 4 > 0.
O

Satz 3.6 (Hauptminorenkriterium fiir positiv definite Matrizen). Sei A € K™*™ mit A* = A.
Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von A positiv sind, d.h., wenn
det A®) > 0 fiir k € {1,...,n} gilt, wobei A®) die linke obere (k x k)-Teilmatriz von A ist.

Beweis. Fir k € {1,...,n} setzen wir Wy, = span{ey, ..., ex}. In beiden Richtungen des Beweises
werden wir die Einschrankung (-, -)alw, von (-, -)4 auf W}, betrachten. Die Matrixdarstellung
von (-, -)alw, ist durch A%®) gegeben. Nach dem Sylvesterschen Triigheitssatz (Satz BH) gibt es
eine Basis By, von W} und damit eine regulire Matrix Sy, € K*** sodass (-, -)a|w, beziiglich
By, durch eine Diagonalmatrix Dy mit Diagonaleintrigen aus {0, +1} dargestellt wird und damit
AK) = SiDySy gilt. Somit gilt det A®) = | det Si|? det Dy, das heit, dass die Vorzeichen von
det A%®) und von det Dy, gleich sind. SchlieRlich ist (-, -)4|w, genau dann positiv definit, wenn
A®) und damit Dy, positiv definit sind, was genau dann der Fall ist, wenn alle Diagonalelemente
von Dy, gleich +1 sind.

Wir nehmen zunéchst an, dass A positiv definit ist. Dann ist auch (-, -)a|w, positiv definit.
Daraus folgt angesichts obiger Uberlegungen det Dy, = 1% = 1 und damit det A% > 0.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass alle Hauptminoren positiv sind. Durch Induktion nach
k beweisen wir, dass (-, - )a|w, fiir alle k positiv definit ist. Fiir & = 1 ist nichts zu zeigen, da
AM genau dann positiv definit ist, wenn der einzige Eintrag, der gleichzeitig det A(!) ist, positiv
ist. Fiir den Schritt von k — 1 auf k& kénnen wir somit annehmen, dass (-, - ) 4|w,_, positiv definit
ist. Nach (BZ) enthélt D) mindestens k& — 1 Eintrdge +1. Da nach Voraussetzung det D > 0
gilt, miissen sémtliche Diagonalelemente von Dy, gleich +1 sein, also sind Dy, A*) und damit
(-, -)alw, positiv definit. O

Korollar 3.6.8. Sei A € K™*"™ mit A* = A. Dann ist A genau dann negativ definit, wenn alle
Hauptminoren von A abwechselnd negativ und positiv sind, d.h., wenn det A¥) < 0 fiir ungerades
ke {l,...,n} und det A®) > 0 fiir gerades k € {1,...,n} gilt.

Beweis. Wende Satz Bf auf —A an. Aus dem k-reihigen Hauptminor ist damit ein Faktor von
(—1)* herauszuheben. O
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Kapitel 4

Innere Produkte und Lineare
Abbildungen

4.1 Adjungierte Abbildungen

A € K™*™ ist lineare Abbildung K® — K™ via  — Az. A* = Al ist Abbildung K™ — K".
Beispiel 4.1.1. Standard-IP. Fiir y € K™, x € K™ gilt

(y,Az) = y" Az = y* (A") "z = (A"y) 2z = (A"y, x)

im K™ im K

Definition 4.1.2. Seien V,W IPR mit IP (-,-),,, (-,-)y»F : V — W linear. Eine Abbildung
F*: W — V heift zu F adjungiert, wenn (y, F(x))y, = (F*(y),x),,, Vo e V,Vye W.

Beispiel 4.1.3. Fortsetzung des Beispiels ELT.11
Ist F:x— Ax soist F* : y — A"y zu F adjungiert.

Lemma 4.1.4. Seien V ein IPR mit p.d. IP und z,2’ € V. Gilt (z,y) = (z',y) Yy € V, dann
gilt © = 2.

Beweis.

(r—2',y)=0 VyeV

Wahle y = x — 2’. Daraus folgt
(x—a 2 —2")=0

und daraus folgt wiederum z — 2’ =0 = z = 2/. O

Proposition 4.1.5. Seien V, W, F, F'* wie in Definition[[.1.3, (-,-) sei p.d.. Dann ist F* : W —V
linear.

Beweis. Seien y,z € W, «, f € K. Dann gilt fiir alle z € V
(F*(ay + Bz),x) = (ay + Bz, F(x)) = aly, F(x)) + Bz, F(2)) =
=a(F*(y),x) + B{F"(2), x) = (aF"(y) + BF"(2), )
und aus Lemma BT folgt nun
F(ay + fz) = aF"(y) + BF"(2).
|

Proposition 4.1.6. Seien V,W, F wie in Definition [[.1.4 Die IP seien p.d.. GGH : W — V
seien zu F adjungiert. Dann folgt G = H.
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Bewets. Fiir allex € V und y € W gilt

(G(y), x) = (y, F(x)) = (H(y), ),
und aus Lemma EETA folgt

und daraus folgt natiirlich G = H. O

Satz 4.1. Seien V,W IPR mit p.d. IP. V sei endlich-dimensional, F : V — W linear. Dann gibt
es genau eine Abbildung F* : W — 'V | die zu F' adjungiert ist. Sie ist gegeben durch

d C1 <F(U1)a y>
* j . . 7 iy —1 .
F*(y) = chvj, wobei | 1 | = ((v ’v]>)1§i,j§d :
=t Ca (F().y)
und {vl,... v} eine Basis von V ist.

Beweis. Sei {v!,...v?} eine Basis von V und y € W. Wir setzen

d
v) =D e’
j=1

an, dann gilt:

Mm

J
C]IE’U

d
(x, F*(y (x, E cjvl) =
Jj=1

Andererseits gilt (z, F*(y)) = (F(z),y) und daraus folgt:

j=1

d
(x,v7)e; = (F(z),y) VYreV.

Jj=

—

Da V endlich-dimensional ist, miissen nur die z = v mit ¢ = 1,...,d iiberpriift werden, fiir alle
anderen x folgt es aus Linearkombination.

(W' v)e; = (F(v'),y) i=1,...,d

M&

j=1
Das ist ein lineares GLS mit Systemmatrix:

M = ((vi,vj))lgi7j§d e K4x4,
Wenn M regulér ist, so hat das lineare GLS eine eindeutige Losung, ndmlich

el (Fvh),y)
N Y

ca (F(?),y)
Annahme: M ist singulir. Dann existiert ein v # 0 € K%, sodass Mu = 0 gilt, und daraus folgt

u*Mu = 0. p
Ozu*Mu:ZZuzv 1 <Zuz ,Zujvj>,
j=1

=1 j=1

und daraus folgt:

Z uvt =0 Uzlg uy =...=uq =0, Widerspruch.
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Beispiel 4.1.7. Fortsetzung des Beispiels EEIl Uberpriife Formel an diesem Spezialfall. Sei v* = e
der i-te Einheitsvektor

(0 iz
(el,ej):{ I M1 M -1
1 1=y

F(e') = a'... i-te Spalte von A

*

(F(e'),y) = (a')y
. * * t %
(F(E€),9)imr,.a= (@), (a?) ) y = Ay
c=1Ay= A"y
d .
F*(y) = che] =(c1...cq)" = A%y
i=1
Definition 4.1.8. Sei V IPR, F' : V — V linear. I’ heiftt selbstadjungiert, wenn F' = F*

(A.. hermitsch wenn K = C, A... symmetrisch wenn K = R).

Beispiel 4.1.9. Fortsetzung des Beispiels ELT.T]
x — Az ist selbstadjungiert, wenn A* = A.

Proposition 4.1.10. U,V, W, endlich-dimensionale VR, F,G : V — W, H : U — V linear,
a € K. Dann gilt:

4.2 Unitare Abbildungen

In diesem Abschnitt seien alle IP positiv definit.
Definition 4.2.1. Seien V,W IPR, F': V — W. F heiftt unitdr, wenn gilt:

Bemerkung 4.2.2. Unitdre Abbildungen sind lingen- und winkeltreu.

Lemma 4.2.3. Sei V ein endlich dimensionaler IPR und F : V. — V linear. Dann ist F genau
dann unitdr, wenn F* o F =idy .

Beweis. Da V endlich-dimensional ist, gibt es die adjungierte Abbildung F*.

F ist unitdr <= Fir alle z, y € V gilt (F(z), F(y)) = (z,y) <= Fir alle z, y € V gilt
(F*oF)(x),y) = (z,y) < Firallex eV gilt (F*oF)(x) =2 < F*oF =id.

Im vorletzten Schritt wurde Lemma EETA] benutzt. O

Proposition 4.2.4. Sei A € K™*" und (-, -) das Standard-IP. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. x+— Ax ist unitar.
2. A*A=1.

3. Die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem.
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Beweis. (1)<(2) folgt sofort aus Lemma L2 und Beispiel EETT1

Im folgenden Beweis wird die i-te Zeile (bzw. Spalte) der Matrix A mit A(i,:) (bzw. A(:, 1))
bezeichnet.

(2)=(3) A*A =TI gilt genau dann, wenn

1 i=j
0 i1#]
O

Definition 4.2.5. Eine Matrix, die eine unitéire Abbildung beziiglich des Standard-IP vermittelt,
heilt unitire Matrix (falls K = C) bzw. orthogonale Matrix (falls K = R).

Satz 4.2. Sei V' ein endlich-dimensionaler IPR. Dann bildet die Menge
U(V):={F:V =V : F ist unitir}

zusammen mit der Hintereinanderausfihrung von Funktionen eine Gruppe (,unitire Gruppe von
Ve

Beweis. 1. Seien F,G € U(V).H := FoG.
(H(z),H(y)) = (F(G()),F(Gy))
F unitér G unitir
= (G(2),Gy) " =" (zy).
Daraus folgt, dass H unitér ist.
2. Sei F € U(V). Behauptung: F ist injektiv. Sei 2 € Ker F, dann gilt
0= (F(z),F(z)) = (z,z).
Somit ist © = 0 und damit gilt Ker(F') = 0. Daraus folgt wiederum, dass F' ist injektiv ist.

3. Aufgrund der Dimensionsformel folgt, dass F' surjektiv und somit bijektiv ist. Deshalb exis-
tiert auch die Funktion F~1.

4. Aus F*oF =idy = F~'oF folgt durch Multiplikation von F~! von rechts, dass F* = F~1.
Daraus folgt idy = Fo F~! = Fo F* = (F*)* o F*, also ist F~! = F* unitér.
O

Bemerkung 4.2.6. In einer orthogonalen (n x n)-Matrix sind nach dem letzten Punkt des Beweises
von Satz auch die Zeilen orthogonal.

Definition 4.2.7. Die unitire Gruppe U(C") des C™ wird mit U,, (unitire Gruppe der Ordnung
n), jene U(R™) des R™ wird mit O,, (orthogonale Gruppe der Ordnung n) bezeichnet. Die spezielle
unitire bzw. orthogonale Gruppe der Ordnung n sind

SU, :={F €U, :detF =1},
SO, :={F €0, :detF =1}

Was sind orthogonale Matrizen im R2?? Sei A € R2*? orthogonal.

a c
4=3)

somit kommt man zu folgendem Ansatz:

a?+ 0% =1,
c+d®=1,
ac+bd =0,
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a = cos(¢), ¢ = cos(¢),
b = sin(¢), d = sin(v),
cos(9) - cos(i) + sin(g) - sin(¥) = 0,
cos(¢p — 1) = 0.

Somit muss gelten ¢ — ¢ = %ﬂ', und schlieflich ¢ = ¢ — %ﬂ' fiir ein k € Z.

cos(1) = cos(d) - 0 + sin(g) - sin (2’“; 17r)

—_————
=:se{£1}

cos() = 5 - sin(9)
sin(4h) = sin(g) - cos (% ; 17r) — cos(4) - sin (% 2+ 171')

—_————

S

sin(¢) = —s - cos(¢)
Somit ergibt sich fiir die Matrix A:

A= (g i) - (0 =) 62

1. Fall: (s =-1) ) (o)
4= (sin<¢> cos(6) )

- () N (%)

2. Fall: (s=1)

Die vordere Matrix entspricht hierbei einer Drehmatrix um den Winkel ¢ (im mathematisch posi-
tiven Sinn). Sie ist Element der SO5. Die hintere Matrix hingegen entspricht einer Spiegelung an

der z-Achse.

Satz 4.3. Orthogonale Abbildungen des R? sind Zusammensetzungen von Drehungen und Spiege-

lungen.

Proposition 4.2.8. Sei A ¢ K™*" U € K™*™ 'V € K" wobei U und V unitdr sind. Dann

qilt
1 UA]2 = [|Alle-
2. UA|lF = [|AllF
3. [[AV]l2 = || All2
4- |AVIF = [|Allr
Beweis. als Ubung.

4.3 Projektionen

In diesem Abschnitt ist V' ein IPR mit positiv definitem IP und W ein Teilraum von V.

Definition 4.3.1. Seien x,7 € V. T heifft Projektion von x auf W, falls: x
e T cW,

e x —TeWt.
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Proposition 4.3.2. Sei x € V. Dann gibt es hichstens eine Projektion von x auf W.
Beweis. Seien y, z Projektionen von x auf W.

r—y=y eWwst

r—z=7 ewt

y+y =x=z+2
y—z=2 —y ewt
—
ew
daraus folgt wegen Proposition BEZH y — z = 0 und schliefslich y = z. O

Satz 4.4. Seix € V und T eine Projektion von x auf W. Dann gilt:

|z — 7| = min{||z — w|| : we W}

Beweis.
2 12 || = 2
— = — - Pyth
le —wl” =z —Z|" + |Z-w|” (Pythagoras),
ewt ew
somit ist || —w]|| > ||z — Z||, also ist || — T|| der kiirzeste Abstand. O

Gibt es immer eine Projektion?
Sei x € V, und Py (x) die gesuchte Projektion mit Py : V — W
(x — Pw(x),w) =0 YweWVreV
(x,w), = (Pw(x),w),, YreV,YweW
(z,i(w))y = (Pw(x), w)y,

miti: W — V und w — w
Also ist Py : V — W adjungierte Abbildung zu i. Diese existiert auf jeden Fall, falls W endlich-

dimensional ist, da wenn {w!, ..., w?} eine Basis von W ist, gilt nach Satz Bl
d 1 <’LU1 ) :L'>
. .. . . . 71
Py (z) = chw] fir | @ | = (<wz,wj>)1gi7j§d
j=1 cq (w?, )

Satz 4.5. Sei W endlich-dimensional. Dann gibt es genau eine Abbildung Py : V — V', sodass
Py (z) die Projektion von x auf W ist (Vo € V). Wenn {w',... , w?} eine Basis von W ist, so ist

d €1 <’LU1, x)
i pee . i oy —1
Py (z) = chwj far |0 [ = ((w awj>)1§i,j§d
=t cd (w, z)
Beweis. Siehe vorhergehende Uberlegungen. O
Korollar 4.3.3. Sei V = K" und {w', ..., w?} eine Basis von W und sei A := (w'...w?). Dann
qilt
Py(z) =A- (A*A) " A%z,
Beweis.

Py () = Ac, wobei ¢ = (A*A) "' A*z.
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Korollar 4.3.4. Sei {w',...,w?} eine Orthonormalbasis von W. Dann gilt

d

Py (z) = Z(wj,x> .

j=1

Beweis. Durch Einsetzen von (<wi,wj>)1<i7j<d = I und ¢; = (w’,z) erhélt man direkt obiges
Ergebnis. - O
Beispiel 4.3.5. V = C[—m,w], Wy = span{\/%eim : =N <n < N}. Sei f € C[—n,n]. Suche die

Projektion von f auf Wy, also den kiirzesten Abstand zwischen f und Wy, beziehungsweise die
beste Approximation von f durch Funktionen in Wy.

wobel
1 1 1

=T U

Die ¢, heiften Fourierkoeffizienten von f.

%/e_mmf(ac)dm

—T

znm’f> —

Cn

Korollar 4.3.6. Fualls W endlich-dimensional ist, so gilt V. =W @ W=, Py . existiert und es gilt
Py + Py =idy. Falls zusatzlich dim' V' < oo, dann gult

dimW+ =dimV — dim W.
Beweis. Sei x € V. Dann gilt:

x = Pw(z)+ (x — Py (x)).
—_—— ———

ew cew-L
O
Korollar 4.3.7. Seien z,y € V mit |ly| = 1. Dann gilt:
Pspan{y}(‘r) = <y,l‘> Y,
insbesondere
| Pepantyy (@) = [y, )]
Beweis. Siehe Korollar 2341 O

Wie bekommt man eine Orthonormalbasis? Gibt es so etwas immer?

Korollar 4.3.8 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei {v!,...,v?} eine Basis von W, dann definiere:

=

-1

J ok )
wh = ok — Muﬂ k=1,...,d.
— (w, w’)
Jj=1
Die Vektoren w', ... ,w? bilden eine Orthogonalbasis von W .
Beweis. Behauptung: {w?, ..., w*} ist Orthogonalbasis von span{v', ..., v*}.
k=1:
wt =t
(k—1)—k:
1
k k
= —Ww 5
[k



k—1

wh =P — Z(zj,vk>zj,

—

<

=" - Pspan{wl,...,wkfl}(vk)v

daraus folgt: w* € span {w?,. .. ,wk_l}L. Somit folgt wiederum, dass w', ..., w" ein Orthogonal-
system ist. Aufserdem gilt
span{w!, ..., w*} = span{w!,..., w1 v*} = span{v?,... "1 o}

O

Bemerkung 4.3.9. Das Gram-Schmidt-Verfahren ist numerisch besonders empfindlich. Ausléschung
kann auftreten, wenn v**1 fast* aus span{v!,...,v*} ist. (bsp_2_1.m, alg_2_1.m)

Satz 4.6 (Satz iiber Projektionsabbildungen). Sei P : V' — V linear mit Im(P) = W. Dann ist
P genau dann gleich der Projektionsabbildung Py, wenn:

e P2=P WP ist idempotent”,
e P*=P P ist selbstadjungiert”.

Bewets. 1. Firallex € V und y € W gilt

(Pw(z),y) = (z,y), (4.1)
(Pw?(@),y) = (Pw(Pw(2)).y)
= (PW (w)a y>a

somit folgt Py ?(x) = Py (z) fiir alle 2 € V und es gilt: Py* = Pyy.

2. Fiir alle z,y € V gilt:

——
ew
= (Pw(z), Pw(y)) = (Pw(z),y)

somit folgt: Py () = Py ™ () fiir alle € V und somit Py ™ = Py .

3. Sei P eine Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften. Fiir alle z € V gilt: P(z) € W.
Nun ist zu zeigen

x—P(x) e WH & (x— P(x),y) =0Vy € W & (P(z),y) = (z,y)Vy € W.
Fir alle x € V und y € W gilt
(P(z),y) = (z, P*(y)) = (z, P(y)).
Schreibe nun y = P(z) fiir passendes z € V, und erhalte

(@, P*(2)) = (2, P(2)) = (,y).
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4.4 Spiegelungen

V sei ein IPR mit positiv definitem IP und W sei ein endlich-dimensionaler Teilraum.
T

Definition 4.4.1. Die Abbildung Sy : V — V mit w
Sw(x) = 2Py (z) — x, Py

heifdt Spiegelung an W.
pieg g Sw (m)

Satz 4.7. Sei F : V. — V linear. Dann ist F' genau dann die Spiegelung Sy, wenn
o F' st unitar,
o [2=id (F ist involutorisch),
e W={xeV: F(x)=xz} (W istderinvariante Unterraum von F).
Bewets. 1. Es gilt
(Sw (), Sw(y)) = (2Pw (x) — 2, 2Pw (y) — v)

(x),y) + 2{z, Pw (y)) — 2(z, Pw (y)) — 2(Pw (2), ) + (2,7)

T

=

Y
v

:<$ 5
dafirveVund we W (v,w) = (Pw(v), w).

Sw(Sw(x)) = Sw(2Pw(x) —x) = 2Pw (2Pw(x) — x) — 2Py (x) + x
—_—
Py (z)
Somit ist S3, die identische Abbildung.
F(z)

3. Sei F eine Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften. Sei G(x) = Tﬂ Zu zeigen ist
nun, dass G = Py gilt. Zeige zunichst, dass G(x) € W, und dann = — G(z) € W+,

FG() = F (FEEE) = 3w + Fl@) = 50+ Flo) = Glo)
und daraus folgt G(x) € W.
e SeiweW,

und daraus folgt G(z) = Py () fiir alle x.

Wir méchten nun fiir gegebene = und y eine Hyperebene
W = {z: (z,w) = 0} = span{w} ™"
finden, sodass y = Sy (x). Dabei soll w normiert sein, d.h. |Jw|| = 1.

Sw(x) = 2Py (z) —x = 2(x — Ppanguwy(2)) — o

=2z = 2((w, z)w) — z = x — 2(w, z)w.
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Proposition 4.4.2. Sei V' endlich-dimensional, w € V mit ||w|| = 1. Dann gilt
Sepan {w}+ = T — 2(w, T)w.

Wir suchen nun ein w, sodass
Sepan {wit (T) =¥
Brauche [|z|| = ||y||, da S lingentreu ist. ¥ — x muss auf Hyperebene normal stehen, somit muss
w = a(y — ) fir passendes o € K gelten und somit
1=l = Jol -y — o = Jo] =
ly — |l

Da die Multiplikation von w mit einem Skalar die Hyperebene nicht &ndert, kann es nur mit
w = Hy—H funktioneren.

Probe:

y—(w—2< o w> o )=(y—w)+<#(y—w,w>(y—w)=

ly — | ly — | y—z,y— )
(y — )

= (1+2m) (y — ).

Hoffnung: (y — x,y — z) = —2(y — z, =), dies ist dquivalent zu

=(y—x,2r+(y —z))

={y-—z,2+y) ={Yy—2y+a)
= (y,y) — (z,9) + (y,2) — (z,2)
2

Im(y, z).
Somit ergibt sich die weitere Forderung (x,y) € R.

Proposition 4.4.3. Seien x,y € V. ||z|| = ||lyll, (z,y) € R. Setze: w = ﬁ Dann gilt

Sspan {w}t (:L') =Y.

Beweis. Siehe vorhergehende Uberlegungen. O

4.5 Dualraum

Definition 4.5.1. Sei V ein K-Vektorraum, dann heifft V* := {f : V — K, f linear} der Dual-
raum von V. Seine Elemente heifsen ,lineare Funktionale®.

Bemerkung 4.5.2. V* ist ein K-Vektorraum.

Proposition 4.5.3. Ist V' endlich-dimensional, dann ist auch V* endlich-dimensional und es
gilt dimV* = dim V. Wenn {v',... ,v%} eine Basis von V ist, so ist eine Basis von V* durch

{fY, ..., f%} gegeben, wobei
fi(vj){l e

0 i#J

die ,,duale Basis“ ist.

Beweis.
Ve {f: K%~ K linear} = K4 =~ K9,

und somit gilt dim V* = d = dim V. Die Basis (¢')’,i = 1,...,d, des K*? entspricht dabei genau
den Abbildungen f; aus der Proposition. O
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4.5.1 Zusammenhang zwischen Dualraum und inneren Produkten

Sei V ein endlich-dimensionaler IPR mit p.d. IP. Fiir ein w € V ist (w,-) : V — K, v — (w,v)
lineare Abbildung.

OV -V 5w (w,-).

Sei zunachst K = R. Fiir alle v, w,w’ € V und «a, 8 € K gilt

O (aw + Suw')(v) = (aw + Buw', v) = alw,v) + B{w’, v)
= (a®(w) + P (w))(v),

und daraus folgt, dass ® eine lineare Abbildung: V' — V™ ist. Behaupte nun ® sei injektiv, dies
ist aber dasselbe wie Ker ® = {0}.

Beweis. Sei w € V mit ®(w) = 0. Daraus folgt (w, v) = 0 fiir alle v und somit ist w = 0. Aufgrund
der Dimensionsformel ergibt sich nun, dass ® surjektiv ist, und somit ist ® natiirlich auch ein
Vektorraumisomorphismus. O

Satz 4.8. Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum (mit p.d. IP). Dann ist die Abbil-
dung @ : V — V* w— (w,-) ein Vektorraumisomorphismus.

Wenn K = C gilt, dann ist ® bijektiv und antilinear.
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Kapitel 5

Uber- und unterbestimmte
Gleichungssysteme, () R-Zerlegung

5.1 (@QR-Zerlegung

Satz 5.1 (reduzierte QR-Zerlegung). Seien A € K™*™ und rank A = k. Dann gibt es eine unitire
Matriz Q € K™*F | sowie eine obere Dreiecksmatriz R € KF*™, sodass

A=QR,
mat:

e Spaltenraum von A = Spaltenraum von Q,

e rank R =k,

o Falls k = n, so gibt r;; den Abstand von a’ zu span{al,... a’"'} an.
Beweis. Wende Gram-Schmidt-Verfahren auf die Vektoren a!,...,a" an. Erhalte somit Vektoren
w',...,w", von denen manche 0 sind. Der Rest bildet ein Orthogonalsystem.

1 *
1
A=(a'...a") = (w'.. . w")
P 1
0
|
s

S ist eine obere Dreiecksmatrix der Dimension n x n, die Zeilen sind linear unabhéngig. Die Spalten
von P sind entweder 0 oder orthogonal. Streiche die 0-Spalten aus P und zugehorige Zeilen aus S.
Erhalte somit neue Matrizen P und S. Die Spalten von P bilden ein Orthogonalsystem, die Zeilen
von S sind Lu.. S bleibt eine obere Dreiecksmatrix und es gilt A = PS. Dividiere jede Spalte von
P durch ihre Norm, und multipliziere die zugehorige Zeile von S mit eben dieser. Erhalte Matrizen
Q, R, sodass gilt A = QR. Spalten von @ bilden ein Orthonormalsystem, somit ist ) unitér. R ist
eine obere Dreiecksmatrix, die Zeilen sind l.u.. Auferdem gilt Spaltenraum(A4) C Spaltenraum(Q).

KerA={z K" : Az =0}
={z K" : Q(Rz) =0}
={zxeK" : Rz =0}
= Ker R.
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n—k=mn—rank A = dimKer A = dim Ker R = n — Anzahl der Zeilen von R

Somit passen die GroRen der Matrizen. Es gilt span{al,...,a"} C Spaltenraum von @ und
dim(Spaltenraum(Q)) = Anzahl der Spalten von Q = k.

In obiger Inklusion gilt somit Dimensionsgleichheit und somit Gleichheit. Falls k = n treten keine
Streichungen auf, daher:

Tis = sz” = ||a’Z - Pspan{a1 ..... aifl}(a’i)H
und dies ist der Normalabstand zwischen a* und span{a!,...,a’"'}. O

Bemerkung 5.1.1. Die (n x n)-Matrix H,, mit den Eintrdgen

1

Hn .7 ) = .
(@,5) = - -
heifdt n-te Hilbertmatrix. Sie ist fiir ihre schlechte Kondition beriithmt.

(bsp_2_2.m, alg_2_2.m) . . } .
Sei A € K™*™ mit m > n. Dann gibt es nach Satz [ Q € K™** R € KF*" Q unitir, R
obere Dreiecksmatrix, sodass gilt

ONB R
A= Q von ]
| 0
Spaltenraum(A)

Q
wobei () € K™*™ unitér ist.

Satz 5.2 (Volle QR-Zerlegung). Sei A € K™*". Dann g¢ibt es eine unitire Matriz @@ € K™*™
und eine obere Dreiecksmatric R € K™*", sodass A = QR. Falls rank(A) = n, dann wird der
Spaltenraum(A) durch die ersten n Spalten von Q aufgespannt, und diese bilden eine Orthonor-
malbasis vom Spaltenraum(A).

5.2 Uberbestimmte Gleichungssysteme

Ae K™ m >n,be K™. Das Gleichungssystem Az = b wird im Allgemeinen keine Losung
haben, suche also geringstes Ubel: min || Az — b]|,.

Definition 5.2.1. Sei A € K™*" b € K™, m > n. Ein 2y € K" heilst Losung des tiberbe-
stimmten Gleichungssystems Ax = b im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate, wenn ||Azg — b||, =
min{||Az —b||, : z € K"}.

,,Least-Squares-Solution®.

1. Lésungsweg || Az — b||, = Normalabstand von b zu Im(A).
Azg = Pspattenraum(a)(b) = A(A*A) " A*b

falls rank(A) = n, dann ist x¢ = (A*A)_lA*b eine eindeutige Losung, da A vollen Spaltenrang
besitzt. Daher ist x¢ Losung des linearen Gleichungssystems

(A"A) g = A"D.
NSNS 4
€Knxn  gKn cKn
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Satz 5.3. (Normalgleichungen). Seien A, b wie in der Definition, rank(A) = n, g € K™. Dann ist
xo genau dann eine ,least-squares-solution von Ax = b, wenn xg eine Lésung des quadratischen
Gleichungssytems

(A*A)xg = A™D Normalgleichungen*
15t.
Definition 5.2.2. Sei A € K™*" mit rank(A) = n. Dann heifst
(A" A)~1A*
die Pseudo-Inverse von A.
Bemerkung 5.2.3. Diese Gleichungssystem ist meist schlecht konditioniert.
Beispiel 5.2.4. (bsp_2_3.m) Seien (z1,y1),- ., (Tm, ym) gegeben, und sei yr = f(x)) mit
f(z) = c1 + cox + czz? + cax® + 52t 4 ce® + ¢y cos T + cgsin .
Offensichtlich ist f(z) linear in den unbekannten Koeffizienten ¢y, ..., cs.

2 3 4 i i
Y; = C1 + Cox; + 32" + cax;” + csxy + cge™ + c7 cos i + cg sin X,

1z 212 1 m* e® cosxy  sinag c1 Y1

1 Zm Tm? Tm® xm? € cosz, sinzn, cs Ym

Least-Squares-Fitting*

2. Lésungsweg
Ae K™ m>mn,be K™

mzinHAx —b|? = Ir;inHQR:L’ —b|* wobei A = QR...volle QR-Zerlegung
— win| QRs — QQ°|
— min|Q(Rz - Q)|
= néinHR:c — QD]

Annahme: A hat Rang n. Somit hat auch R Rang n.

R= (}81) wobei Ry € KX (0 e Km—nxn,

Q*b = (2) wobeic € K", d € K™,

daraus folgt

2
. . Riz—c .
min| Az — b|* = min ( i ) = min(| Riz —cl* + || — d*) = | - d]*
T T — 9 T ——
konstant

flir ein x mit Ryx = c¢. Da R; eine obere Dreiecksmatrix mit Rang n ist, handelt es sich bei Riz = ¢
um ein (n x n)-lineares Gleichungssystem, das durch Riickwértseinsetzen gelost werden kann.

Satz 5.4. (Uberbestimmte Gleichungssysteme via QR-Zerlegung). Sei A € K™ b € K™, m >
n,rank(A) = n. Dann ist g € K™ genau dann eine ,least-squares-solution® von Ax = b, wenn xg
die eindeutige Losung von Ryx = c ist, wobei A = QR (volle QR-Zerlegung), Ry = R(1:n,:),c =
(@QB)(1: n).
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5.3 Unterbestimmte Gleichungssysteme

A e K™ b e K™ m < n. Suche kiirzeste Losung, daher ||zo|| = min{||z|| : Az = b}. Sei
A* = QR die QR-Zerlegung von A* mit ) € K"*", R € K"*™,

min{||z| : Az = b} = min{||z|| : R* Q"x = b}.
z x ~
=y

Da @Q* unitér ist, folgt ||y|| = [|Q*x|| = ||z||. Somit suchen wir min{||ly|| : R*y = b} mit

r-(5) oo ()

wobei Ry € K™*™ 4y € K™, yp € K",

Ry = (R; 0) <§2) = Riy1 + Oya.

Also gilt
. 2 . 2 2 *
min{[z[|” : Az =b} = min {[[ya]]” + [[v2lI” : Riyy = b}
y=(y1,y2)
Um dies zu minimieren, wihle yo = 0. Annahme: rank A = m (ansonsten kénnen wir erst in

Kapitel [ darauf eingehen), dann hat R; ebenfalls Rang m, daher hat
RT?/l =b
eine eindeutige Losung y;.

Satz 5.5 (Losung unterbestimmter Gleichungssysteme). A € K"*" b € K™, m < n,rank A =
m, A* = QR...volle QR-Zerlegung, Ry = R(1 : m,:). Dann ist die eindeutige kiirzeste Lisung von
Az =b durch x = Q - (y1, O)t gegeben, wobei y1 € K™ die eindeutige Losung von Ry, = b ist.

Bemerkung 5.3.1. Falls A € K"*" b e K" A= QR...volle QR-Zerlegung, so kann man auch das
quadratische Gleichungssystem Az = b 16sen:

QRz =0,
Rx = Q"b.

Da R eine obere Dreiecksmatrix ist, kann man das Gleichungssystem durch Riickwértseinsetzen
16sen.
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Teil I11

Eigenwerte
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Kapitel 6

Eigenwerte in allgemeinen Korpern

6.1 Motivation

Beispiel 6.1.1. Betrachte die Kurve C' = {(z,y) € R: 2zy = 1} (vgl. Abbildung ET).

4

Abbildung 6.1: Hyperbel y = %

Hauptformen von Kegelschnitten:

2 2
u_2 + 2—2 =1 Ellipse
a

2 2
u_2 — 2—2 =1 Hyperbel
a
v? = 2pu Parabel

a, b haben geometrische Bedeutung. Suche Koordinatentransformation, sodass die Kurve in Haupt-

form iibergeht. Setze
x U
()-e )

wobei ) orthogonal ist. Fiir A = ((1) (1)) gilt

0 1\ [z
F(m,y)—Qxy—l—(m,y)(l 0) (y)_l_
@A (}) 1= woeae(}).
Y v
Nun wire folgende Darstellung wiinschenswert:

Q'AQ = ()E)l )E) > , ,Diagonalisierung von A“.
2
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Daraus folgt
- A0

Sei nun @ = (2%, 2?), dann folgt

Azl = )\121, A% = )\gz2,
Azt — M\ I2P =0, Az — M\I2% =0,
(A=M\I)2t =0, (A= X122 =0.

Da Nullspalten in einer orthogonalen Matrix nicht moglich sind, folgt, dass (A—AI) und (A—X21)
singulér sein miissen. Fiir beide A gilt nun:

det(A—)\I):‘((l) (1))—)\((1) ?)‘:‘ﬁ 1)\’:)\2—1é0.

Sei nun A\; = 1 und Ay = —1. Daraus ergibt sich wiederum

(A-T1)z' =0, (A+1)2* =0,

(11 11) e
(1) #=5(1),

somit ergibt sich:
1 1
o- (2 1),
vz V2

Die Spalten von @ sind nun normiert und orthogonal, somit ist auch @ orthogonal. Fiir unsere
Funktion folgt nun
F(z,y) =M+ X0 —1=u? —0v? — 1.

Somit erhalten wir die neue Gleichung u? — v? = 1. Dies entspricht einer Hyperbel in erster
Hauptlage mit « = 1,b =1 (vgl. Abbildung B2).

A

Abbildung 6.2: Hyperbel u? — v? = 1 in erster Hauptlage

z\ — 5\ (u\ _ [cos45° —sin45°\ (u
y) % v)  \sin45°  cos45° v)’

Drehung um 45°
A1, Ao sind hierbei die Eigenwerte von A, sie haben geometrische Bedeutung.

S-S

Beispiel 6.1.2. Hithner-Fiichse Beispiel aus Einleitung.

Zna1 = Azp, Zn = (Fn,Hn)t,
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0.6 0.5
a=(%05):

IS VI
T AT_(O u)
S
acr(y D)
Zng1 =T ()(\)1 ;)2) T 'z,

_ A 0 _
T 1Zn+1 = (01 A >T 1zn+1.
—— 2 ) ———

Un 41 Unp,

Suche nun 7" regulér, sodass

Mit u,, = (2, yn)t ergibt sich nun folgendes Gleichungssystem

Tn+1 = )\11'71 + Oyn;
Ynt+1 = 02y + A2¥n,

und

Tn+1 = >\11'n;

Ynt+1 = A2Un.

Somit erhalten wir ein entkoppeltes System. Fiir x,,, v, erhalten wir nun explizit

Ty = ()\1)”:607

Yn = ()\Q)ny()'
Wenn nun zum Beispiel [A;] < 1 und |Az] < 1, dann geht 2, und y,, gegen 0 und somit geht auch
zn = Tu, gegen 0. Die Eigenwerte von A geben somit Auskunft {iber die quantitive Entwicklung.
6.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 6.2.1. Sei V ein K-Vektorraum und F' : V — V linear. Dann heift A\ € K ein
Eigenwert von F', falls es ein x € V' mit x # 0 gibt, sodass

F(z) = Az.
Ein solches = heifst Eigenvektor zum Eigenwert A von F. Die Menge der Eigenwerte von F
o(F)={\€ K : \ist EW von F}
heifit das Spektrum von F'.

Beispiel 6.2.2. A€ K™ \ist EW, x # 0 ist EV, ist dquivalent zu Az = A\x.
Beispiel 6.2.3. A € K™*" Diagonalmatrix mit

ay 0
A:

Aet = q;et. et ist EV zum EW q;.
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Beispiel 6.2.4. Siehe Beispiel Bl

%(1, 1)t ist EV zum EW +1 von A,

Z5(=1,1)" ist EV zum EW —1 von A.

Beispiel 6.2.5. C*(R) = {f : R — R, f beliebig oft stetig differenzierbar}. F' : C*(R) —
CR), fref

F(f) =M/,
=X,
fl
=
f )
(n[f])" = A,
In|f| =\ +C,
fzi(iie)‘t = CeM.
c

somit ist e* Eigenvektor (Eigenfunktion) von % zum EW A. Daraus folgt o (%) =R

Definition 6.2.6. Sei V ein K-Vektorraum, F' : V' — V linear, A € o(F). Dann heifst
Ww={zeV:F(x)= v}

der Eigenraum von F' zum EW \.

Bemerkung 6.2.7. V) = (Menge der EV zum EW \) U{0}.

Proposition 6.2.8. Seien V, F, X\, V\ wie in Definition [ZA. Dann ist Vy ein Teilraum von V.
Genauer gilt:

Vi = Ker(F — Xid).

Beweis.
reVNe Flx)= & F(r) - Md(z) =0 <
< (F —Xid)(z) =0 < z € Ker(F — \id).
Ein Kern ist immer ein Teilraum, und somit ist auch V) ein Teilraum von V. O

Definition 6.2.9. Seien V, I, \, V) wie in Definition [£22.6 Die Dimension von V) heiflt geometri-
sche Vielfachheit von A.
p(A) :==dim V.

Proposition 6.2.10. Sei V' ein K-Vektorraum, F :V — V linear, A € K.
A€ o(F) < Ker(F — \id) # {0}.

Beweis. Siehe Proposition B2 O

6.3 Charakteristisches Polynom von Matrizen
Ae K" )\ e K.

A€ o(A) & Ker(A— M) #{0}
< A — A singular
< det(A— AI) = 0.
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Definition 6.3.1. Sei A € K™*" t eine Unbestimmte. Dann definiere das charakteristische Po-
lynom

pa(t) :=det(A —tI)
von A.

Bemerkung 6.3.2. A € K ist genau dann EW von A, wenn \ eine Nullstelle von p4 () ist.

Wie sieht charakteristisches Polynom aus?

pa(t) = det(A —tI) = Z signaH(aiﬁg(i) — t0;,6(:))
gES, i=1

wobei 0; ; = 1 wenn ¢ = j und sonst 0 ist. p4(¢) ist eine Summe von Polynomen in ¢ vom Grad
<n.

pa(t) = H (ai —t)+ Z sign(o) H(ai,a(i) — 10i,0(i)),

i=1 gESy, i=1

o=id o#id

wenn o # id : 3i : 0(i) # i. Fir j = o(4i) gilt 0(j) # o(i) = j daraus folgt nun, dass o(i) #
i,0(j) # j fur i # j gilt. Somit folgt

deg H(ai,a(i) —t0i03)) SN —2.
i=1

Fiir pa(t) gilt nun

pa(t) = (=1)"" + (=1)" (a11 + aga + . .. + @pn)t" ! + (Terme vom Grad < n — 2).

=:tr(A)

tr(A) wird die ,,Spur von A* genannt. Fiir p4(¢) gilt nun
pat) = (=1)"t" + (=1)" " tr(A)t" ' + (Terme von Grad < n — 2 und > 0) + C,

wobei
C =pa(0) = det(A —0I) = det(A).

Proposition 6.3.3. Sei A € K"*" pa das charakteristische Polynom von A. Dann ist pa(t) ein
Polynom vom Grad n in t, es hat die Gestalt

pat) = (D)™ + (=) T tr(A)" 4. 4 det A
wobei tr(A) = ar1 + asa + -+ + ann.
Beweis. siehe vorhergehende Uberlegungen. O

Erwartung: A hat n Eigenwerte.

Definition 6.3.4. Sei p(t) ein Polynom in ¢ mit Koeffizienten aus K und a € K. Die Vielfachheit
von a als Nullstelle von p(t) ist das maximale m € Ny, sodass es ein Polynom ¢(t) gibt, sodass

p(t) = (t —a)"q(t).

Definition 6.3.5. Sei A € K"*" X € o(A). Die algebraische Vielfachheit p(\) = pa()\) ist die
Vielfachheit von A als Nullstelle von p4 (¢).

Satz 6.1. Sei A € K"*". Dann sind die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms pa(t). Die Summe der algebraischen Vielfachheiten ist < n bzw. gleich n, falls pa(t)
tiber K in Linearfaktoren zerfdllt. Insbesondere hat A hochstens n verschiedene Eigenwerte.
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Bemerkung 6.3.6. e Falls K = C, zerfillt pa(t) jedenfalls in Linearfaktoren (Hauptsatz der
Algebra).

e Falls K = R, kann es durchaus zu Problemen kommen.

Proposition 6.3.7. Sei A € K™*™ und das charakteristische Polynom von A zerfalle tiber K in
Linearfaktoren. Die Figenwerte von A seien A1, ..., A, (entsprechend der algebraischen Vielfach-
heiten wiederholt). Dann gilt

detA:)\l-)\g"')\n,
trA=XA +Xa 4+ A\

Beweis. als Ubung. O
Beispiel 6.3.8.

h
I
oo

o(A)? Vielfachheiten der EW, EV?

pa(t) = det(A — 1) =

2t 1 0
0 1-t -1 :(2—tw
0 24—t

=2-)((A-t)d—t)+2)=(2—t)(t* —5t+6) =

1—t -1 _
24—t

=(@2-t)(t—2)(t-3)
Somit ist o(A) = {2, 3}, wobei u(2) = 2, u(3) = 1.
A=3
Ax = 3x
(A-30xz=0
-1 1 0 -1 1 0
0 -2 —-1|—=[0 -2 —-1|z=o0,
0 2 1 o 0 0
somit gilt z = 2t,y = —t, x = —t, oder anders geschrieben
-1
r=|—-1]t¢t.
2
Somit ist V3 = span{(—1, —1,2)t},p(3) =1.
A=2
(A-2Dz =0
0 1 0 0 1 0 0o -1 -1
0 -1 -1]—|0 =1 =1|—|[0 1 O
0 2 2 0o 0 0 0o 0 0

Die Loésung ist somit z = s,y = 0,z = 0 oder =z = (1,0,0)ts. Daraus ergibt sich Vo =
span{(1,0,0)'}, p(2) = 1.
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Beispiel 6.3.9.

3—t

3 —1 0
2 0 0
2 -1 1
3-t -1 0
pat) =det(A—th)=| 2 —t 0 (lt)‘ )
2 -1 1-—t¢

-1
—t

=1 -t —3t+2)=(1—t)(t—1)(t—2).

Daraus folgt o(A) = {1,2}, u(1) =2, u(2) = 1.

A=2
Ar =2z
(A-2Nz =0
1 -1 0 0 O 0
2 =2 0 — |1 -1 0 Jx=0,
2 -1 -1 2 -1 -1

somit gilt z = ¢,y = t,x = t, oder anders geschrieben

1
r= (1]t
1
Somit ist Vo = span{(1,1,1)'}, p(2) = 1.
A=1
Ar ==z
(A-Dz=0
2 =1 0 2 =1 0
2 -1 0~ |0 0 0])xz=0,
2 -1 0 0 0 0
somit gilt z = s,y =t,x = %, oder anders geschrieben
1/2 0
T = 1 Jt+(0]s.
0 1

Somit ist V; = span{(1/2,1,0)",(0,0,1)"}, p(1) = 2.

Beispiel 6.3.10.
3 =2
().

3—1 -2

pA(t)z( 5 3t) =—(9-1)+10=1+¢

Diese reelle Matrix hat zwei rein imagindre EW.

Proposition 6.3.11. Seien A € K™ T € K"*"™ requldr, c € K,\ € o(A).

1. Xeo(AY).
2. ch € o(cA).
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AN e g(A™) Vm eN.
. Falls A regulir: 0 ¢ o(A).

3

4

5 A+ceoa(A+c).

6. Wenn A regulir: 5 € o(A™").
7.

. Wenn x EV zum EW X ist, gilt:
A€ o(THAT).

T~ 'z ist zugehdriger EV.
8. Wenn A% = A, folgt o(A) C {0,1}.
9. dp: AP =0 (A nilpodent), dann folgt o(A) = {0}.
10. Ist A eine Dreiecksmatriz, dann gilt o(A) = {a11,...,ann}-

Beweis von 3. Ax = Ax. Behauptung: A™x = \"z.
m—m+1
ATy = A(A™)z = AN"2) = A" (Az) = A" Az = Ny,

O
Beweis von 7. Setze B =T 1AT.
B(T'2) =T'ATT o =T YAz) =T '(\z) = M(T " '2).
O
Beweis von 8. Ax = \x
Nz =A%z = Az = \x
(AN =Nz =0
Da z # 0, folgt A2 — X\ = 0 und somit A € {0, 1}. O
6.4 Charakteristisches Polynom linearer Abbildungen
Sei V ein n-dimensionaler K-VR, F : V — V linear. Sei A = {v!,...,v"} eine Basis von V. Dann

kann F' durch eine Matrix M dargestellt werden.

Kn x— Max Kn

-
v vy
Dabei ist &4 die Koordinatenabbildung beziiglich A. Was passiert bei Basiswechsel auf Basis
B={w!,...,w"}?

In der j-ten Spalte von T stehen die Koordinaten von w’ beziiglich der Basis A, also
n
w = Z ﬁij’Uz.
i=1
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Da ST = I gilt, folgt S =T1.

M —1
K" T K" @ Ma K" T K"
N A
Vv id Vv F Vv id Vv

Die Matrixdarstellung von F' beziiglich der neuen Basis B ist durch T-'MT gegeben.

Proposition 6.4.1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, F : V — V linear, {vi,... o™}

bzw. {wl,...,w"™} Basen von V. Ist die Matrizdarstellung von F beziiglich {v',... v} durch M

gegeben, so ist die Matrivdarstellung von F beziiglich {w', ..., w™} durch T"*MT gegeben, wobei
n

wl = 3" t;v° den Basiswechsel beschreibt.
i=1

Definition 6.4.2. Seien A, B € K"*". A und B heiflen dhnlich, wenn es ein T' € K™*" regulédr
gibt, sodass B =T 'AT.

Bemerkung 6.4.3. Eine lineare Abbildung wird beziiglich verschiedener Basen durch dhnliche Ma-
trizen beschreiben.

Proposition 6.4.4. Seien A, B € K™*" Ghnlich. Dann gilt pa(t) = pp(t).
Beweis. Sei B =T"1AT.
pp(t) = det(T AT — tI) = det(T AT — T~ 1T) = det(T~ (A — tI)T)
=det(T™ ') det(A — tI)det(T) = det(A — tI) = pa(t).
O

Definition 6.4.5. 1. Sei V' endlich-dimensional, F' : V' — V linear, A eine Matrixdarstellung
von F' beziiglich einer beliebigen Basis, dann definiere das charakteristische Polynom von F
als

pr(t) = pa(t).

2. Fir A € o(F) ist die algebraische Vielfachheit p(A\) durch die Vielfachheit von A als Nullstelle
von pp(t) definiert.

Bemerkung 6.4.6. Durch obige Propositionen wird diese Definition iiberhaupt erst sinnvoll (,,pp(t)
ist wohldefiniert®).

6.5 Diagonalisierbarkeit

e Kann eine lineare Abbildung durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden?

e Wie héngen geometrische und algebraische Vielfachheit zusammen?

Definition 6.5.1. Sei V endlich-dimensional, F' : V' — V linear. F' heiflt diagonalisierbar, wenn
es eine Basis von V' gibt, beziiglich derer F' als Diagonalmatrix dargestellt werden kann.

Bemerkung 6.5.2. Damit ist eine Matrix A diagonalisierbar, wenn sie d&hnlich zu einer Diagonal-
matrix ist.

Proposition 6.5.3. Sei F: V — V linear, 2',...,2" EV zu den EW Ay, ..., \,. von F, wobei die
AL, ..., \r paarweise verschieden sind. Dann sind die x',... 2" Lu.. ,EV zu verschiedenen EW
sind l.u.“
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Beweis. Induktion nach r.
r=1. {x}ist Lu., weil z # 0.
r—1—r. Sei
Gzt 4+ . 4 Broa" " = 0. (6.1)

Wir wenden einerseits F' auf ([@J]) an, andererseits multiplizieren wir (E1I) mit A,

51)\11'1 + ...+ ﬁr_l)\r_l.TT_l + G-\ = 0.
51)\7“1'1 +...+ ﬂrfl)\r-rril + ﬂr)\rl'r =0.

Durch Subtraktion folgt

Br(A — )\r)$1 +.o+ B (Ao — )\T).TT_l =0.

Nach Induktionsannahme sind 2',...,2"~! Lu., und somit gilt
51(>\1 - )\r) .. = 67“71()\7“71 - )\r) =0.
—— N———’
#0 #0
Somit gilt 81 = ... = B,-1 = 0. Aus (*) folgt nun S.2" = 0. Da 2" # 0 gilt, folgt 3, = 0. Somit
sind alle Vektoren l.u.. O

Proposition 6.5.4. Fir alle A € o(F) gilt
1< p(A) < p(A).

Beweis. Sei {x!,..., 2"} eine Basis von V). Diese kann zu einer Basis {x!,... 2", 2" .. 2"}
von V erweitert werden. Wir stellen F' beziiglich dieser Basis dar:

DV A
A<0 A)'

und somit gilt u(X) > r = p(A). O
Sei o(F) = {A1,...,A\r}. Wir betrachten die Summe
W:V)\1+V,\2+...+V)\ .

r

Sei w € W durch zwei Summendarstellungen gegeben,

w=vl 4+ 4.+,

w=0 +7 4. "
fiir v*, 9% € V),. Bildet man die Differenz der beiden Ausdriicke ergibt sich

0=( v'—=o' )+...+( v"—=3" ).
—— ——
EV zu A\; oder 0 EV zu A, oder 0

Da EV zu verschiedenen EW Lu. sind, miissen alle v* — %" = 0 sein. Somit ist jedes w in W
eindeutig als Summe v! + ...+ v" darstellbar und daraus folgt

W:VAI@V,\ZEB...@V)\T.

Satz 6.2 (Diagonalisierbarkeit). Sei V' endlich dimensional, F : V. — V linear, o(F) =
{M,..., \v}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
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1. F st diagonalisierbar.
2. Es gibt eine Basis von V, die aus Figenvektoren von F besteht.
3. V=V @...@V,\T.

4. pp(t) zerfallt iber K in Linearfaktoren und es gilt p(\) = u(\) fir alle X € o(F).

1

Beweis. (1) < (2) F ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis v!,...,v% von V gibt,

sodass F' beziiglich dieser Basis die Matrixdarstellung

11 0
0 Hd
besitzt. Dies ist dquivalent zu
F(vl) = :u‘lvlv s aF(vd) = ,u‘dvd'

(2) = (3) Sei vt ... vlst w2t o w252 o™l 0™ eine Basis von V, die aus EV besteht,
namlich v¥ € Vy, fiir 1 <75 <'s;. Somit kann jedes v € V' als Linearkombination von Vektoren aus
V5. .-, Vi, geschrieben werden. Daraus folgt V =Vy, @ ... ® V..
(3) = (2) Seivl, ... v%i eine Basis von Vj,. Dann spannt o1, ... ot 021 282 0 gm0 g
den Vektorraum V auf. Somit ist ein Erzeugendensystem aus Eigenvektoren von V' gefunden. Da
dies eine direkte Summe ist, ist dies auch eine Basis von V.
(3)=(4)
d=dmV =dimVy, +... +dimV,, =
= pO) + -+ ) < () + e (M) < d.
Somit gilt iiberall Gleichheit und damit auch p(\;) = p(A;) fiir alle 4. Somit zerféllt das charakte-
ristische Polynom in Linearfaktoren.
(4)= @)
d=pM)+...+pN)=pA) 4+ ...+ p(A) =
= dimV)\l + ...+ dimV)\T = dim(V)\l D...D V,\T),

und somit gilt
V)\l @...EBV)\T =V.

Beisptel 6.5.5. Fortsetzung von Beispiel B3

21 0
A=(0 1 -1
0 2 4

o(A) =12,3},1(2) = 2,p(2) = 1, somit ist A nicht diagonalisierbar.
Beispiel 6.5.6. Fortsetzung von Beispiel

3 -1 0
2 0 0
2 -1 1
o(A) ={1,2},u(1) =2,u(2) = 1,p(1) = 2,p(2) = 1, also ist A diagonalisierbar.
12 0 1 100
T=|1 0 1], T7'AT=(0 1 0
0 11 0 0 2

Diese Matrix ist die Matrixdarstellung beziiglich der Basis W, die durch die Spalten von T" gegeben
ist.
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Korollar 6.5.7. Sei V endlich-dimensional, dimV = d, F : V — V linear. Wenn F' d verschiedene
Eigenwerte hat, so ist F' diagonalisierbar.

Beweis. o(F) ={A1,..., A}

d>p(A)+ .o+ pAa) 2 p(M) + ...+ p(Xa) =
>1+...4+1=d.

Somit gilt p(A) = u(A) fiir alle A € o(F). pp(t) zerfallt in Linearfaktoren und somit ist F' laut
Satz diagonalisierbar. O
6.6 Jordan-Zerlegung

Ziel: giinstige Basis zur Darstellung nicht diagonalisierbarer Abbildungen.

Definition 6.6.1 (Jordanblock). Sei r > 1 und A € K. Dann definiere

A1 0
Jr(A) =

1

0 A

,Jordanblock der Grofe r zum EW X

Definition 6.6.2 (Jordanform). Eine Matrix heift in Jordanform, wenn sie die Gestalt
Iy ()‘1)

.0
Ju(A2) ... 0

J:
0

0
0 (
0 0
0 0 I (M)
fiir ein k € N, natiirliche Zahlen 71, ..., i sowie Ay, ..., \x € K.

Satz 6.3 (Jordansche Normalform). Sei V' endlich-dimensional, F : V — V linear, pp(t) zerfalle
tber K in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis B von V', sodass F' beziiglich der Basis B durch
eine Jordanform dargestellt wird.

Bevor wir diesen Satz beweisen, sollen einige Folgerungen notiert werden.

Korollar 6.6.3 (Jordanzerlegung). Sei A € K™*™. Dann gibt es eine requlire Matriz T und eine
Jordanform J, sodass A =T"'JT.

Man spricht hier von der Jordanzerlegung von A, dazu gehort neben der Jordanform auch die
Angabe der Transformationsmatrix 7.

Beweis des Korollars. Die Abbildung = +— A - x kann beziiglich einer geeigneten Basis in Jor-
danform dargestellt werden. Diese ist nach dem Satz {iber Basiswechsel bei linearen Abbildungen
durch T'AT gegeben. O

Aus der Jordanform kann man viel iiber die Figenwerte und Eigenvektoren von F' aussagen.
Korollar 6.6.4. Mit den Bezeichnungen von Satz[623 und Definition 6.2 gilt:

1. Die A\, ..., A\; sind die Figenwerte von F, wobei jeder Figenwert entsprechend seiner geo-
metrischen Vielfachheit wiederholt wird, d.h., die Anzahl der einem Eigenwert zukommenden
Jordanblocke entspricht der geometrischen Vielfachheit.
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2. Die Summe der r; zum selben Figenwert entspricht der algebraischen Vielfachheit, d.h.,

k
pA) =) 5
j=1
X=X
3. Partitioniert man die Basis B in (V11 ..., U1r 3021, -« s U2pg} e o« Ukly« -« Ukpy, ), SO gilt fiir
alle j
Foj1) = Nvjn,  Flujz) = Avja + o F(0jry) = A0je; + Vjir,—1)- (6.2)

Beweis des Korollars. Nach dem Satz iiber die Determinante von Dreiecksmatrizen gilt

Jr1 ()\1
Iry (A2) — t1,,

) —tl,,
(t) "
pr(t) = det
0
0

oo — o
~ O o o

Jrk ()\k — tITk
=det(Jr, (A1) — t1py) det(Jry (A2) — t1,) - - - det(Jp, (Ag) — tI,)
=M\ =) (A — ).

Daraus sieht man sofort, dass die A\; die Eigenwerte von F' sind. Nach Zusammenfassen gleicher
Faktoren folgt auch sofort die Aussage iiber die algebraische Vielfachheit.

Sei z € K" ein Eigenvektor von J zum Eigenwert A. Wir partitionieren z in z* = (24, ..., z}),
wobei z; € K". Dann gilt (J,,(\;) — Al;)z; = 0 fir 1 < j < k. Es gilt det(J,;(\j) — AL;) =
(Aj = A)7. Falls A\j # A, so ist J,.;(A\;) — Al regulér, woraus z; = 0 folgt. Falls \; = A, so folgt
zj = (a;,0,...,0)" fiir ein beliebiges a; € K. Die geometrische Vielfachheit von \ ist somit genau
die Anzahl der Jordanblécke zu A, weil fiir jeden solchen genau ein Parameter zu vergeben war.

Die letzte Aussage des Korollars folgt direkt aus der Matrixdarstellung beziiglich der Basis
B. O

Eine Darstellung ([&2) wird als Kette von Hauptvektoren zum Eigenwert A; bezeichnet; der
erste Vektor ist Eigenvektor zum Eigenwert ;.

Wir beweisen nun die Existenz der Jordanschen Normalform durch Induktion nach der Dimen-
sion.

Beweis von Satz[3. Fiir dim V' =1 ist nichts zu zeigen.

Wir nehmen nun an, dass dass der Satz fiir Endomorphismen von Rdumen der Dimension < n
gezeigt sei.

Zunéchst betrachten wir den Fall, dass F singulér ist. Sei » = rank ' < n. Die Einschrinkung
Flmmr von F auf Im F ist bildet einen Endomorphismus von Im F. Nach Voraussetzung gilt der
Satz also fiir F|i, r, es gibt damit eine Basis wy, ..., w, von Im F, sodass

wobei die A\(i) passend gewéhlt werden.

Sei p := dim(Im F'NKer F'). Wir wéhlen eine Basis z1, ..., , von Im F'NKer F' und ergénzen
sie zu einer Basis x1, ..., Zp, 21, ..., Zn—r—p von Ker F.

Da Ker F|i, p = Ker F N Im F, hat 0 geometrische Vielfachheit p als Eigenwert von Fyy, g,
weshalb Fli, p p Jordanblocke (und damit p Ketten) zum Eigenwert 0 hat. Die jte Kette zum
Eigenwert 0 von F|iy, p ende mit einem Vektor w;; . Da w;; nach Konstruktion ein Element von
Im F' ist, gibt es einen Vektor y; € V mit F'(y;) = w;; = 0-y; +w;,. Somit konnen wir diese Kette
um den Vektor y;, der nicht mehr in Im F' liegen muss, verldngern.

Sobald wir gezeigt haben, dass w1, ..., Wy, Y1,. .., Yp, 21, - - -, Zn—r—p linear unabhéngig sind,
ist der Beweis (fiir singuléres F') erbracht: Die y1, ..., y, lassen sich in bestehende Ketten von
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w; einbinden, die z1, ..., z,—r_, bilden jeweils eine Kette fiir sich und diese Ketteneigenschaften
iibersetzen sich (bei geeigneter Reihenfolge der Basisvektoren, d.h., die y; miissen an das Ende
shrer Kette gesetzt werden) direkt in die Jordanform.

Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit von w1, ..., wr, Y1,-.., Yp, 215 -+ -5 Zn—r—p. Dazu

nehmen wir an, dass
n—r—p

T P
Z ajw; + Zﬁjyj + Z vjz; =0, (6.3)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

wobei a;, 3, v; € K. Wir wenden zunéchst F' auf ({E3) an und erhalten

T

> (aAG)w; + dwi) + Y BiF(y;) =0, (6.4)

j=1 j=1

wobei die §; € {0,1}, weil nach Voraussetzung F'(z;) = 0 gilt. Es gilt nach Konstruktion
F(y;) = w;;, weshalb es sich bei [Ed) um eine Linearkombination von wi, ..., w, handelt. Da
w;; ein Hauptvektor zum Eigenwert 0 ist, tritt w;; in Ed) genau einmal auf, ndmlich mit dem
Koeflizienten 3;. Daraus und aus der linearen Unabhéngigkeit der w; folgt 3; = 0 fiir 1 < j < p.
Wir kénnen damit (E3) zu

n—r—p

dajwi ==Y vz (6.5)
j=1 j=1

umschreiben. Die linke Seite von (1) ist als Linearkombination der w; ein Element von Im F', die
rechte Seite von (GH) ist als Linearkombination der z; ein Element von Ker F'. Somit sind beide
Seiten von () ein Element von Im F'NKer F' und damit als Linearkombination der z; schreibbar.
Da allerdings 1, ..., Zp, 21, ..., Zn—r—p €ine Basis von Ker F' bilden, folgt v; = 0 fiir 1 < j <
n—r —p. Aus ([E3) folgt damit Z;Zl ajw; = 0, woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit der
w; sofort a; =0 fiir 1 < j < r folgt. Damit ist der Beweis des Satzes fiir singuldres F' erbracht.
Falls F' regulér ist, so wahlen wir einen beliebigen Eigenwert A von F' und wenden das Be-
wiesene auf die singulare Abbildung F' — Aid an. Aus der darstellenden Matrix von F' — \id in
Jordanform erhalten wir durch Addition von AI die darstellende Matrix von F', und zwar ebenfalls
in Jordanform. O

Beispiel 6.6.5. Fortsetzung von Beispiel

Wir wissen bereits p(2) = 2, u(3) = 1, p(2) = 1, p(3) = 1, Vo = span{(1,0,0)"}, Vs =
span{(1,1,—2)"}. Wir machen nun folgenden unbestimmten Ansatz.

T 'AT = J =

O O W
S NN O
N = O

3 0 0
Aar=T|0 2 1],
0 0 2
wobei T' = (2!, 22, 3). Aus Az' = 3z folgt 2! ist EV zum EW 3, 2! = (1,1, —2)". Aus Az? = 222
folgt 22 ist EV zum EW 2, und daraus folgt 22 = (1,0,0)". Az® = 122 + 227 ist &quivalent zu
(A — 2123 = 22 und daraus ergibt sich:

0 1 0 T 1
0 -1 -1 yl =101,
0 2 2 z 0
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0 1 0 1 0 -1 -1 0
0O -1 -1 0)—10 1 0 1
0 0 0 0 0 O 0 O

Erhalte somit mehrere Losungen, bendtige aber nur eine Losung. Zum Beispiel z = 0,y = 1,2 =
—1, also gilt #3 = (0,1, —1)". Insgesamt erhélt man nun

1 1 0
T=11 0 1
-2 0 -1

6.7 Anwendungen von Jordan-Zerlegung bzw. Diagonalisie-
rung

6.7.1 Matrizenpotenzen
Gegeben seien A € K™ k € N. Gesucht ist A¥ (k meist symbolisch). Sei T7'AT = J die
Jordan-Zerlegung.

A=TJT

AR = (TJT Y TJTY . (TJT™Y =TJ* T,

k

Jr, (A1) 0 I (A1) 0

Tm

(Am)

Die ); sind nicht notwendig verschieden. Wie sieht J¥(\) aus?

0 1 0
Jo(\) = A+ Z, wobei Z = R ,
L
0 0
"k
k o k k—1 1
JE) = (M + 2) Z(l)()\l) zZt (6.6)

=0

(Gewissensbisse: Gilt der binomische Lehrsatz auch fiir Matrizen? Suche aus (A +Z) -+ (A + 2)
(k-mal) [ Positionen aus, wo Z genommen wird, sonst Al ((k — [)-mal). Typischer Summand:
(M)Z - Z(M)...Z(A). Umschreiben auf (A)*'Z! ist nur méglich, wenn kommutativ. Uber
einem Korper geht das gut, iiber Matrizen im Allgemeinen schief. In unserem speziellen Fall gilt:
I kommutiert mit allen Matrizen, also kann auch der binomische Lehrsatz angewendet werden.)
Wir brauchen nun Z'.

0
0 1 0
0
7 = R Z2— 11>
1
0 0 0
0
1 j=1+41, . .
Zii = =0y =14+1|.
/ {0 sonst g )
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Dabei verwenden wir die ,Iverson-Notation

1 Bedi h
[Bedingung] := edingung wahr,
0 sonst.
Behauptung: Z' = [j =i+ 1], ;-
!l =1": Alles klar. ==

l—1+1:
Zitl gl 7 = (T=i+1)i<i<r([s =7+ 1]1<j<r = Z f=i+[s=j+1]
1<j<r 1<s<r .
= [j=i+l][j=s—1] 1<i<r
1<s<r
=(i+l=s-1)icicr =([s=1+ (+1)])1<i<r
1<s<r

Damit hat Z!*! die behauptete Form. Wir setzen nun in (E0) ein

(T (@), = lz: (’;) Nl [ =i 1] = (j i Z) \E— (=),

[1=j—i]
N RARTL 12k (K — 1)A\E—2 k(k—1)...(k —r+2)\—0=1D

k
Jr(A) = 1/2k(k — 1)\F—2
. kAk_l
0 Ak
Setze g(\) = A*, erhalte dann folgende Matrix
’ (r—1)
g(A) 4 1(|A) (r—1§!)\)
Jr) 1
g
0 ¢

Fiir die einzelnen Elemente dieser Matrix ergibt sich also

k _ 9" ()
(JT ()‘))i,j - (] . ’L)' ’

wobei es sich hierbei um eine ,rein formale Differentiation* handelt

Satz 6.4 (Matrizenpotenzen). Sei A € K™*™ mit Jordanzerlegung

J;I(Al)
T YAT =

f(t) sei ein Polynom in t mit Koeffizienten aus K. Dann gilt

f(Tr (M)
f(A) =T

' (5—1)
wobei (f(Jr(N));; = f(a Z)(‘/\)'
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k
Beweis. Wenn f(t) = > ¢!, so ist
1=0

k k k
f(A) = chAl = chTJlT_l =T <Z clJl> T
=0 =0 =0

Aus obiger Berechnung von J' und der Linearitit der Differentiation folgt alles. |
Korollar 6.7.1. Sei A € K™*" diagonalisierbar, T~ AT = diag(\1,...,\n), k € N, dann gilt:

AF = Tdiag(\y, ..., AT —L,

6.7.2 Satz von Cayley-Hamilton
Korollar 6.7.2 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei A € K™*™. Dann gilt pa(A) = 0.
Beweis. (fiir den Fall, dass pa(t) in Linearfaktoren zerfillt).

pa(t) = (=1)"(t =)™ ... (t = A",

fiir verschiedene Eigenwerte A1,...,As. Sei 1 < 1 < s fest. Dann muss ich pa(J,.(\;)) berechnen
(fiir gewisse 7). Dazu muss ich p4 bis (r — 1) mal ableiten, und \; einsetzen. Wir wissen r < .

Behauptung: pff) (t) = (t — \)" Fqe(t), 0 < k <y fiir ein Polynom gj.

Beweis. k=0 : Alles klar.
k—k+1:

P00 = (-2 Fan) =
(t = A" = B)qe(t) + (6= M) g () =

(t = MM P (g — k)au(8) + (t = N) (1))

qr+1(t)

O

Daher gilt pff) (N) =0 fiir 0 < k < py. Also gilt pff)(JT()\l)) = 0, und daraus folgt pa(A) =
0. O

6.7.3 Asymptotisches Verhalten diskreter dynamischer Systeme
Gegeben: A € C4¥4 20 ¢ C4, 2"+ = Az,
Beispiel 6.7.3. Betrachte noch einmal das Beispiel

2" = Az = A% 2 = = A0,

Um asymptotisches Verhalten von 2" zu verstehen, muss ich jenes von A™ verstehen. Sei T-'AT =

J in Jordanform.
JTl ()‘1)

J=
I, (Am)

Wie verhilt sich J,.(\)" asymptotisch?
Die Eintriige von (J,-(\))" mit 0 <1 <7 — 1 sind

n n—Il __ L o o n
(l))\ = nn—1)...(n—=14+1) A
ko?s:z:nt Polynom vom Grad [ geom. Folge
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Falls |A| < 1: Jeder Eintrag von (J,(A))" ist konvergent gegen 0. Also gilt lim [|(J,(X))" ||, =0,
und daraus folgt lim ||(/-(X))"]| = 0 in jeder Norm (Norméquivalenzsatz).
Falls |[A| > 1: Jeder Eintrag von J,.(\)" ist unbeschrinkt. lim ||.J.(\)"|| = cc.

Falls |A| = 1: Eintrage mit [ = 0 beschriankt, Eintrige mit [ > 0 unbeschrénkt.
Falls r = 1: ||J.(\)"]| beschrinkt.

Falls r > 1: lim ||.J,(A\)"|| = +o0.

r > 1 tritt genau dann auf, wenn p(A) < p(A).

Definition 6.7.4. Sei A € C4*?. Dann heift

s(A) :=max{|A| : A € 0(A)}
der ,Spektralradius® von A.
Satz 6.5. Sei A € C¥™9 und || - || eine Matrizennorm.

1. Es sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) s(A) < 1.
(b) Fiir alle z € C? gilt lim,,_, o, A"z = 0.
(¢) lim ||A™|| = 0.
2. Es sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) s(A) <1 und fir alle X € o(A) mit |\ =1 gilt p(A) = pu(N).
(b) Fiir alle z € C? ist A"z beschrinkt.
(c) ||[A™]] ist beschrinkt.

3. Es sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) s(A) > 1 oder es gibt einen Eigenwert X mit [N\ =1 von A mit p(\) < pu(N).
(b) Es gibt ein x € C?, sodass A"z unbeschrinkt ist.

(c) lim, o [|[A"]| = 0.

6.7.4 Lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten
Seien ay, ..., am € K, ay # 0. Wir betrachten die Menge W der Folgen (xy,),,~,, die die Rekursion
Tnam = Q1 Tntm—1 + - + GmTn (6.7)

fiir n > 0 erfiillen.
Beispiel 6.7.5. Fibonacci-Zahlen (n > 0)
Fn+2 :Fn-l—l + F.
m...Ordnung der Rekursion. W ist offensichtlich ein K-Vektorraum. Jedes Tupel von Start-
werten (Zy,—1,...,20) € K™ entspricht genau einer Losung. Das ist also ein Vektorraumisomor-

phismus K™ — W, und daraus folgt dim W = m. Setze

Tn4+m—1

LTn+1
Tn,
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dann gilt

1 Tn+m—1 + 2T p+m—2 +...+ Am—1Tn+1 + amTn

LTn+m
xn-l—m—l Tn+m—1
Zn41 = . = Tptm—2 = Azn7
Tnt1 LTn+1
wobei
ap a2 Am—1 Qam
1
A= 1

Um z,41 = Az, zu verstehen, bendtigen wir die Jordanzerlegung von A. Sei x ein Eigenvektor
zum Eigenwert A von A.
Z1
Ar =Xz, mitez=| @ |, (6.8)
T
Tm—1 = AT,
Tm—2 = AXlm—1 = )\2xm,

T = A\zo = \" L,

)\m—l

Somit haben alle Eigenwerte geometrische Vielfachheit 1. Aus der ersten Zeile von (E3) erhalten
wir
A A a2 ay, = AT
also ist das das charakteristische Polynom von A.
Bemerkung 6.7.6. Das charakteristische Polynom kann man aus (E) durch formales Einsetzen
von z, = A" und anschlieffendes Kiirzen von A" erhalten.
Wenn ein EW ) eine algebraische Vielfachheit p(\) > 1 besitzt, so ist A nicht diagonalisierbar,
da p(\) = 1.
Jordan-Zerlegung;:
J#l (>‘1)
T7'AT =J = - ,
T (Ar)
fiir die EW Ay,..., A\, von A mit algebraischen Vielfachheiten 1, ..., u, (weil Anzahl(Jordanblocke
zum EW ) = p(A)).

i (M)
Zn=A"2g =T T 2.
i (M)
Es gilt o, € span{ A}, A7, ..., nf 7N o AR AR L i IA") und daraus folgt
W Cspan{ A7, nA\?, ... 0TI N AT, L kTN
dimm dimm

somit gilt Gleichheit.
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Satz 6.6. Seien ay,...,a,m € K,amy # 0,
W = {(zn)nzo €K :Tpim = a1Tntm—1+ ..+ @mtpn, n >0}

und p(t) = t™ — at™l — . —am_1t — am. Dann ist W ein m-dimensionaler K- Vektorraum.
Falls p(t) diber K in Linearfaktoren zerfdllt, so ist eine Basis von W durch

n n n1—1lyn n
1,nAY,...,n Ao, A

phr=izn
ey i
gegeben, wobei A1, ..., . die verschiedenen Nullstellen von p(t) mit Vielfachheiten uq, ..., p, sind.

Beispiel 6.7.7.
Tn4+3 = 4-Tn+2 - 5-Tn+1 + 2z,

wobei n > 0. Startwerte: xg = 4,21 = 9,22 = 17.
p(t) =13 — 4t + 5t — 2.

t = 1 ist eine Nullstelle, also gilt p(t) = (t2 =3t +2)(t — 1) = (t — 2)(t — 1)(¢t — 1), und daraus
folgt A\; = 1,41 = 2, A2 = 2, uo = 1. Somit haben wir eine Basis gefunden, ndmlich A}, nA}, A3,
also 1,n,2™. Mache folgenden unbestimmten Ansatz

Tn, =A-14 Bn+ C2",
4=A+ +C

9=A4+ B+2C
17=A+2B+4C

Daraus ergibt sich A = 1, B = 2,C = 3 und wir bekommen so die explizite Darstellung x, =
1+2n+3-2".

6.7.5 Differentialgleichungen

siehe Vorlesung Differentialgleichungen.
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Kapitel 7

Eigenwerte tiber R und C

Fiir dieses Kapitel sei K™ mit dem Standard-IP versehen.

7.1 Schursche Normalform

Sei A € K™*™. Wann gibt es eine Orthogonalbasis von K", die aus EV von A besteht?

Satz 7.1 (Schursche Normalform). Sei A € K"*™. p4(t) zerfalle iber K in Linearfaktoren. Dann
gibt es ein unitares U € K"*" sodass U* AU = R, wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Induktion nach n.

n=1 U=1I =1

(n—1) —n. Seiu (mit |ul| = 1) ein Eigenvektor von A zum EW \. Sei W € K"*(»=1) sodass
Uy = [u, W] unitér ist.

Ut AU, = (V“V> Al W)= (V“V) (hu AW)

[ Autu * (A *
O\ AR WHAW ) 0 WHAW )
weil u auf die Spalten von W normal steht. Laut Induktionsvoraussetzung gibt es ein unitéres

Uy € K(=1x(=1) "sodass Uz (W* AW )Us, eine obere Dreiecksmatrix ist. Setze U := U, <1 0 )

0 Uy
carr (1 0Ny (10 (1 0N/X o« \(1 0)_
UAU_(O U;) UrAt (0 UQ)_(O U;) (0 W*AW) (0 U2>_

(A * (A %

“\0 swWrAWUD) T \0 Ry)°

wobei Rs eine obere Dreiecksmatrix ist. O

7.2 Unitare Diagonalisierbarkeit

Definition 7.2.1. Eine Matrix A € K”*" heifit normal, wenn A*A = AA*.

Satz 7.2 (Unitdre Diagonalisierbarkeit). Sei A € K"*". pa(t) zerfalle iber K in Linearfaktoren.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist normal.

2. Es gibt eine Orthogonalbasis von K", die aus EV von A besteht.
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3. Es gibt eine unitdre Matriz U € K"*™ sodass U* AU eine Diagonalmatrixz ist. ,A ist unitdr
diagonalisierbar.

Beweis. (3) < (2):

(3) & UTAU = diag(M1, ..., \n)
& AU = Udiag(Ai, ..., A\p)
e Au' = \u' fir 1 <i<nund U = (ub,...,u")
< (2)
3)=(1):
Es gilt U*AU = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Aufierdem gilt
A=UDU*,
AA* =UDU*(UD*U*) = UDDU* = U diag(M A1, ..., A ) U™,
A*A = (UD*U*UDU* = UDDU* = U diag(M A1, . . ., A M) U™,

und daraus folgt AA* = A*A.

(1) = (3):

Schursche Normalform (Satz [[1]): Es gibt eine unitdre Matrix U, sodass U*AU = R (R obere
Dreiecksmatrix).

A=URU",

A* = UR'U*,
AA* = URR'U* =
A*A=UR*RU".

und daraus folgt R*R = RR*. R ist normal.
Behauptung: Eine (n x n)-Matrix R, die normal und obere Dreiecksmatrix ist, ist eine Diagonal-
matrix.

Beweis der Behauptung. Induktion nach n.
n=1. Alles klar.

(n—1) = n. seiR<“ b

0 Ry
ip_(a O a b\ [aa ab*
RR = (b RI) (0 Rl) - (ba bb* +RTR1)

. (a b*N(z 0\ _faa+bb
RE _(0 Rl) (b R}‘)_( ? RlR*)'

Daraus folgt a@+b*b = a@, somit muss b*b = 0 gelten und daraus folgt schlieRlich ||b]|s* = 0 = b =
0. Aufserdem gilt Ry R7 = R} Ry und dies bedeutet, dass Ry eine normale obere (n — 1) x (n — 1)
Dreiecksmatrix ist. Aus der Induktionsannahme folgt nun, dass R; ist eine Diagonalmatrix und
somit ist auch R eine Diagonalmatrix ist. O

). Ry ist eine (n — 1) x (n — 1) obere Dreiecksmatrix. Es gilt

O
Bemerkung 7.2.2. e Aus A reell und symmetrisch folgt A ist normal.

e Aus A unitar folgt A ist normal.

Satz 7.3. Sei A € K"*™ mit A* = A, dann ist 0(A) C R.
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Beweis. Sei x ein EV zum EW . Es gilt
Mz, z)  (z, x)  (x,Az)  (A*z,x)

A= (x,z)  (x,z)  (z,x)  (x,x)
_ (Az, x) _ Az, ) _ Mz, z) _3
(x,2)  (x,2)  (z,z)
und daraus folgt A € R. O

Korollar 7.2.3. Sei A € R"*", A* = A. Dann gibt es ein Q@ € R™ "™ mit Q'Q = QQ* = I, sodass
QTAQ = diag(A1, ..., \pn)-

Beweis. A ist normal. Aus o(A) C R folgt, dass pa(t) iiber R in Linearfaktoren zerfillt. Nach
Satz folgt, dass A {iber den reellen Zahlen unitér (also orthogonal) diagonalisierbar ist. O

Beispiel 7.2.4. Fortsetzung von Beispiel

1 1
0 1 7 5
A(1 0), T(\f _f)
V2o V2
Es war kein Zufall, dass die Eigenvektoren eine Orthogonalmatrix bilden.
Beispiel 7.2.5.

7 16 -8
A=1-16 7 8
-8 8 =5
ist symmetrisch und reell, und besitzt folgende Eigenwerte:
7T—t -—-16 -8 T—t —16 -8 —9—t —16 -8
-16 7t 8 |=|-9—-t —-9-t 0 |=|-18—-2t —-9-—¢ 0 |=
-8 8§ —5—-t -8 8 —5—t 0 8 —5—t
-9—-t -16 —6
—| 0 23-t 16 :(—9—t)‘238t 5164 -
0 8 —5—t

(=9 —t)(t* — 18t — 243) =
(=9 — t)(t — 27)(t + 9).

Daraus folgt A1 = —9,u(—9) = 2, 2 = 27,(27) = 1. Da A unitir diagonalisierbar ist, folgt
aukerdem p(—9) = 2. Betrachte nun die Eigenvektoren zu —9

16 —16 -8
~16 16 8 |z=0,
8 8 4

2 -2 -1\ [x 0
00 o0]lly]=1o0
o o o/ \z 0

Somit ergibt sich y = s,z = 2t,x = s + t oder anders geschrieben

1 1
z=s|1]+¢t]|0
0 2

Die beiden Eigenvektoren (1,1, O)t, (1,0, 2)t stehen nicht aufeinander normal. Um eine ONB des
Vektorraumes zu erhalten, kann Gram-Schmidt verwendet werden.

1 1 1
2

0 ,l 1] =1-1
2 2

2 0 2



Suche nun den EV zu A = 27

-20 —-16 -8 x 0
-16 —-20 8 y| =10
-8 8§ =32 z 0
-5 —4 =2 T 0
-4 -5 2 yl =10
-1 1 -4 z 0
-5 —4 =2 T 0
-9 -9 0 y| =10
9 9 0 z 0
-5 —4 =2 x 0
-9 -9 0 y| =10
0 0 0 z 0
Somit ergibt sich x =t,y = —t,z = —%t oder anders geschrieben
T 1
yl| =t -1
)\

Unitére Diagonalisierung sagt, dass EV zu verschiedenen EW orthogonal sind, fiir Orthogonalbasis
von einzelnen Eigenrdumen bin ich selbst verantwortlich.

1 1 2
o- X %
O
0 J& 3
9 0 0
Q'AQ =10 9 o0].
0 0 27

Proposition 7.2.6 (Spektralzerlegung fiir normale Matrizen). Sie A € K"*"™ normal mit
U*AU = diag(\1, ..., \n) fiir ein U = (ut, ..., u™) unitir. Dann gilt

A= i iut(uh)”.
i=1

Beweis.

A=Udiag(A1,...,\,)U"
= (u',...,u")diag(\y, ..., )\n)((ul)*, o @) =
= Ourd, o ) (W) @) =

- i ut(uh)”.
1=1

7.3 Anwendung: Klassifikation von Kegelschnitten

Wir betrachten C = {(z,y) € R? : F(x,y) = asoz? + 2a112y + ao2y® + 2a107 + 2a01y + ago} fiir
gewisse Konstanten aoq, ai1, ag2, @10, ao1, apo € R. Es handelt sich um eine Kurve im R2. Es gelte
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nicht asp = a11 = apz = 0 (sonst ist die Kurve eine Gerade).

a0 air aio z

Fz,y)=(z y 1) |an aop ao Y

a0 Go1 Qoo 1

B
A
A<a20 6111>7 c<a10), B<t C>'
ail  aop2 ap1 ¢’ apo
B symmetrisch, A4 symmetrisch und A # 0. Sei Q*AQ = <>E)1 )E) > eine unitire Diagonalisierung

2

von A. O.B.d.A X\ #0. Q = (%2 (1)) ist ebenfalls orthogonal.

T

F=(z y 1)QQ'BQQ" |y
1

o (1) -3 ) (G- (*C)

1

Sei <u> =Q! <ch) dann folgt daraus

U
F:(u v 1)QtBQ v
1

. Qt 0\ (A ¢ Q 0 B Q'AQ Q'c
QtBQ o < 0 1> <Ct a00> <0 1) o ( CtQ a00> ’
Setze th = (;) und erhalte somit

A0 e u
F:(u v 1) 0 X f v
(& f apo 1

=:C

Da C = Q'BQ und #hnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom haben, gilt det C' =
det B,det A = A Ao, tr A = \{ + \o. Wir bemerken, dass

det B = det C' = A\ doago — A1 f2 — Aoe?. (7.1)
Weiters gilt
F = M\u? + \v? + 2eu + 2fv + ago

& 2 62
=M|u+ — +)\2v2+2fv+a00——.
)\1 )\1

Wir unterscheiden einige Fille.

1. Ao = 0, f = 0. Dieser Fall ist gleichbedeutend mit det A = 0 und det B = 0. Es muss also
rank A = 1 und rank B < 2 gelten. F' = 0 kann zu

2 2
e e
— = — — -2
A (u—i— )\1) " aoo (7.2)

umgeformt werden. Je nachdem, ob auf die rechte Seite von 0 verschieden ist oder nicht,
unterscheiden wir zwei Unterfélle:
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(a) ago = €%/A1. In diesem Fall hat C' die Gestalt

)\1 0 &
c=1o o o |,
e 0 e*/\

die dritte Zeile ist also das (e/A1)-fache der ersten Zeile, das heift, rank B = rank C' = 1.
Bei (L2) handelt es sich um die Gerade u = —e/\; (doppelt).

(b) ago # €*/A1. Es muss also rank B = 2 gelten. Falls e2/\? — ago/\1 < 0, gibt es keine
Losung, andernfalls handelt es sich um zwei parallele Geraden

e ez ago
R P
(“ i )\1> SYARW

2. A2 =0, f # 0. Es gilt daher rank A = 1. Nach ([ZJl) ist det B # 0, also rank B = 3. Die

Kurve hat die Gestalt
2
e 2f ago e?
<u+)‘1) Y <v+2f 2f\ )

es handelt sich daher um eine Parabel.

3. A2 # 0. Es gilt rank A = 2. Die Kurve hat die Gestalt

det B

Ar? 4 Ags? = ———
11"+ Ao det A’

(7.3)

wobei die Translationen r = u +e/\1, s = v + f/Aa vorgenommen wurden. Wir betrachten
Unterfalle:

(a) det A = A\ Ao < 0, aber det B = 0. Da rank A = 2, kann nur rank B = 2 gelten. In
diesem Fall ist ([Z3) dquivalent zu

(VIlr = VDals)(VIMlr + v/ hels) = 0,

es handelt sich um zwei schneidende Geraden.

(b) det A = A A2 < 0 und det B # 0, also rank B = 3. Bei ([3) handelt es sich um eine
Hyperbel.

(¢) det A = A2 > 0 und sign(A;) = sign(\2) = —sign(det B). Da in diesem Fall
sign(A;) = sign(tr A), ist der Fall dquivalent zu det A > 0 und tr Adet B < 0. Bei
[C3) handelt es sich um eine Ellipse.

(d) det A = XAz > 0 und sign(A;) = sign(A\2) = sign(det B), also det A > 0 und
tr Adet B > 0. In diesem Fall hat ([[Z3)) keine Losung.

(e) det A = M2 > 0 und det B = 0, also rank B = 2. In diesem Fall hat ([Z3) nur die
Losung (1, s) = (0,0), es handelt sich also um einen Punkt.

Wir kénnen also die Félle in folgender Tabelle zusammenfassen:

rank A | det A | tr Adet B || rank B =3 | rank B = 2 | rank B =1
2 <0 Hyperbel 2 schneidende Geraden —
>0 <0 Ellipse 1 Punkt
>0 0
1 Parabel 2 Parallele Geraden oder leer | 1 Gerade (doppelt)
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Kapitel 8

Eigenwerte bel symmetrischen
Matrizen

8.1 Rayleigh-Ritz-Prinzip

*A
palz) = x . x Rayleigh-Quotient.
T*T

A e K" A* = A. Was sagt py iiber Eigenwerte von A?
Falls z EV zum EW A, dann gilt pa(2) = A. Wir haben auch gesehen, dass grad pa(x) = 0, falls
z ein EV ist.

Satz 8.1 (Rayleigh-Ritz). Sei A € K™*™ mit A* = A und EW A\ < ... < \,. Dann gilt
. )\
O;gg]}@m(w) 1,
o2, P) =
Beweis 1. Da pa(x) = pa(ax) fir alle « € K, miissen wir p4(z) nur auf der Einheitskugel S =
{z € K", ||z||, = 1} betrachten. ps ist dort stetig und S ist kompakt, daher nimmt p4 dort
Minimum und Maximum an. Daher sind Minimum und Maximum von p4 endlich und werden

angenommen. In K™ gilt bei Minima bzw. Maxima, dass grad pa(x) = 0, also folgt daraus (mit
etwas Rechnung), das x ein EV ist. \; ist somit der kleinste Wert und \,, der Grofte. O

Beweis 2. Sei v',...,v"™ eine ONB von EV von A mit zugehdrigen Eigenwerten \q, ..., A,. Somit

n .
gilt x = > a,v* fiir passende ;.
i=1

Zi,j a_i(vi)*AO‘jUj _ Z” O‘_iaj(vi)*)‘jvj 2?21 |ai|2>\i

pa(x) = — = . (8.1)
2,5 @ (v) ool iy lol? Yoy lol?
Daraus folgt
n 2 n 2
o) = izl A An iy sl
n f— n b
> i laal? > i |aal?
2 2
PA($) — Z?:l |al| )‘i > )‘1 Z?:l |al| _ )\1
Z?:l o> Z?:l |ovi|?
O
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Wie kann ich andere EW erhalten?
Um zum Beispiel den ersten EW A; im Beweis zu Satz auszuschalten, muss dafiir gesorgt
werden, dass a; = 0. « ist Fourierkoeffizient von x zu v!. Somit gilt a; = (v, 2) = 0, dies ist
squivalent zu z € (span{v'})™.

Ao = min palx).
0#£z€ (span{vl})+

Proposition 8.1.1. Sei A wie in Satz[B. Dann gilt

min pa(r) = A,
Oile(span{vl7,,,,kal})L

max pA(T) = Apt1—k-
0#£z€(span{vntl=k+1  yn})t

fiir 1 <k <mn, wobei v',...,v" die EV von A zu den EW \i,..., \, sind.

. TN .
Beweis. x € (span{v!,... vF=1})" ist dquivalent dazu, dass a; = ... = aj_1 = 0 und das in
Beweis von Satz verwenden. O

Satz 8.2 (Courant-Fischer, Min-Max-Prinzip fiir EW). Sei A € K"*" mit A* = A mit EW
M<...<\undl<k<n.

max min  pa(z) = \g,
W UVR von K" 0#£xeW-L
im W=k—1
min max pa(x) = Ap+1—k-
W UVR von K" 0£zeW - (z) s
dim W=k—1

Beweis. Wir beweisen zunéchst nur die erste Gleichung und folgern dann daraus die zweite. Sei

ma(W):= min pa(z). Laut Proposition BTl gilt
0AzeW L
ma(span{v’,... 0" 1}) = Ap.

Daher gilt " I1I/1Van 1m,4 (W) > Ag. Sei jetzt W ein fester Teilraum von K" der Dimension k — 1.
1m =K—

Seien v!,...,v" wieder eine ONB von EV. Da dim W+ = n — k + 1, muss
{o. Ry Wt £ {0}

gelten, sonst wiire {v!, ..., v*}@ W eine direkte Summe der Dimension k+(n—k+1) = n+1 > n,
Widerspruch. Daher gibt es ein 0 # z € W+, das als

Daher gilt m (W) < pa(z) < Ag. Somit wére der erste Teil der des Satzes gezeigt, der zweite Teil
ergibt sich direkt aus dem ersten durch folgende Uberlegung. Da die Eigenwerte von —A

“Ang1i-1 < —Ag12 < S = Ajion
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sind, gilt laut Teil 1

max w —Ar1—
dim W=k— ~aW) = =Angiop,
max min  —pa(x —Antl—k,

dim W=k—1 0ZzcWL

dim W:k—l( 0£zeW L

)=
max max  pa(z ) —Ant1—k,
)=

n max pa(z

mi —Antl—k
dim W=k—-1 O;ézeWi nt ’

min max pa = Aptl—k-
dim W=k—1 o;ézeWLp ( ) nt

O

Satz 8.3 (Schachtelungssatz fiir symmetrischen Matrizen). Seien A € Kn=Dx(n=1) = Ax — A

A

ceK' 1, deR, B := <c* ccl>’ w1 < ... < pp—1 die Figenwerte von A und Ay < ... < A, die

Eigenwerte von B. Dann gilt fir 1 <k <n-—1

daher

Beweis. Sei W := span { (w

A < e < Mg,

M << <A m S S A

1 k-1
w n

e” » wobei w', ..., w" ! die EV von A zu den EW

0 A 0 )

U1y .-y fn—1 sind. Dann gilt dim W = k, daher gilt nach Satz

min < Apg1-
0 €WLPB( ) k+1

Wir bestimmen nun W-:

Also gilt

Also gilt

xewi@xnzo,«“(’)),x>=0fﬁr1§igk—1

®z<y>,<wi,y>0fﬁr1§i§k1

S = <g> .y € (span{w?,. ..,wkil})l

=V
. . y
A > min r) = min
M= O#mEW*pB( ) oyéyevipB (0)
. A ¢ Y
: b 0 (C* d> <0> y* Ay
= min =
0FyeV+ Yy 0AyeV+E y*y
= min = Uk
o hin paly) = ik
Mk S )\k+1' (82)

Die Eigenwerte von —A sind

—pn—1 < —pn—2 < ... < lp(n-1)-
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Die von —B sind
“Ant1-1 < —Apgp12 < S = Agion.

Daher ist —jix = —pin—(n—r) der (n —k)-te EW von —A. Dieser ist laut ([B2) kleiner gleich als der
(n —k +1)-te EW von —B, dieser ist —A,, 41— (n—k+1) also

—HE = 7un—(n—k) S 7>‘n+1—(n—k+1) = 7>\k5

und somit gilt A\ < . O

8.2 Positiv definite Matrizen

Taylor-Formel im R"™

£(&) = F(wo) + (grad f(zo), & — o) + 5z — 20)' Hy (z — 20) + o

Notwendig fiir lokales Extremum: grad f(zo) = 0. Hinreichend fiir lokales Minimum: Hesse-Matrix
ist positiv definit.

Definition 8.2.1. Sei A € K™*" mit A* = A.
1. A heiflt positiv definit, wenn fiir alle 0 # z € K"
" Ar >0
gilt.
2. A heiftt positiv semidefinit, wenn fiir alle x € K™
z*Ax >0
gilt.
3. A heiflt negativ (semi)definit, wenn — A positiv (semi)definit ist.
4. A heifit indefinit, wenn A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 8.2.2. Eine symmetrische Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn das durch sie
induzierte innere Produkt (z,y) 4 := x* Ay positiv definit ist.

Proposition 8.2.3. Sei T' € K"*" regulir. Dann ist A € K"*™ genau dann positiv (semi)definit,
wenn T* AT positiv (semi)definit ist. Insbesondere ist T*T positiv definit.

Beweis. A* = A ist dquivalent zu (T*AT)* = T*A*T = T*AT. Falls x* Az > 0 fiir alle z # 0,
so ist y*T* ATy > 0 fir Ty # 0 und dies ist dquivalent zu y # 0, da T regulér ist. Die andere
Richtung funktioniert analog, ebenso der Beweis fiir (semi)definite Matrizen. |

Satz 8.4 (Charakterisierung positiv definiter Matrizen). Sei A € K"*™ mit A* = A. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

1. A st positiv definit.

2. Alle Figenwerte von A sind positiv.

3. Alledet A(1: k,1:k) >0 firl <k<n.

4. FEs gibt eine untere Dreiecksmatriz C' mit positiven Diagonalelementen, sodass
A=CC”

,,Cholesky-Faktorisierung®.
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Beweis. (1) < (2): Sei U*AU = D die unitére Diagonalisierung von A. Laut Proposition RZ3 ist
A genau dann p.d., wenn D positiv definit ist.

n
x*Dx = Z Aizi)?
i=1

ist genau dann fiir alle x # 0 positiv, wenn alle \; positiv sind. Die A; sind genau die EW
von A.

(1,2) = (3): [ Sei y € K¥. Dann ist

(k)
y A y—(y 0)(* >|()(0)>0

—_———
A

fiir y # 0, wobei A%) = A(1:k,1: k). Also ist A®) positiv definit, hat daher lauter positive
EW (laut 1 < 2) und damit eine positive Determinante. (Da die Determinante das Produkt
der Eigenwerte ist).

(3) = (4): Da det A®) > 0, also insbesondere det A*) £ 0, gibt es die LR-Zerlegung von A (vgl.
Lineare Algebra 1). Sei

D .= diag(ru, ooy Tan),s
R:= D 'R.

Wir miissen zuerst zeigen, dass alle r;; # 0. Da

Ao AR B L&) 0\ /RF) LE) RME)
B * %) * * 0 %) * %)

gilt
det A® = det(LPR®) = det L® . det R
1 0 11 *
= det - det :1k~r11~...~rkk.
* 1 0 Lk
Alsoist r11-... 1k > 0 fir 1 < k < n. Zuséatzlich folgt, alle r;; positiv sind. Somit folgt nun

A=LR=LDD 'R=LDR,
LDR=A=A*=R*D*L* = R*"DL",
da D lauter positive und damit reelle Eintrige hat. Es folgt
< 1

(R*)'LD =DL*(R)"",

—1
wobei L und (R*)  untere Dreiecksmatrizen mit Diagonale 1 sind, L* und (R)  sind somit
obere Dreiecksmatrizen mit Diagonale 1. Da nun links eine untere Dreiecksmatrix und rechts

eine obere Dreiecksmatrix steht, sind beides Diagonalmatrizen. (R*)_lL =1, also L = R*
und daraus folgt R = L* beziehungsweise A = LDL*. Definiere

C:=L-diag(v/r11, - ,v/Tnn)s
=D
das ist eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale.
cc* = LVD(VD) L* = LV'DVDL* = LDL* = A.
(Gegliickt, weil alle r;; > 0).

1Das folgt auch direkt aus dem Schachtelungssatz
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(4) = (1): Das folgt aus Proposition RZ3 fiir T' = C*, da C lauter positive Diagonalelemente hat
und daher regulér ist.
O

Bemerkung 8.2.4. 1. Die Routine ,chol* liefert in manchen Programmsystemen den ,oberen‘
Faktor C*.

2. Punkt (3) des Satzes ist fiir kleines n ein bequeme Moglichkeit zur Uberpriifung, ob A
positiv definit ist.

3. Diagonal dominante symmetrische Matrizen sind positiv definit.

4. Cholesky-Faktorisierung kann zum Losen von linearen GLS herangezogen werden:
e Bestimme C': A = CC*.
e (C'y = b durch Vorwirtseinsetzen losen.

e C*zx =y durch Riickwértseinsetzen 16sen.

Auch negativ definite, semidefinite und indefinite Matrizen konnen durch ihre Eigenwerte cha-
rakterisiert werden.

Satz 8.5. Sei A € K™*™ eine selbstadjungierte Matriz mit Eigenwerten A\ < Ao < -+ < Ap_q <
An. Dann gilt

1. A ist genau dann positiv semidefinit, wenn A1 > 0 (also alle Eigenwerte nicht negativ sind),
2. A ist genau dann negativ semidefinit, wenn A, < 0 (also alle Eigenwerte nicht positiv sind),
3. A ist genau dann negativ definit, wenn A, < 0 (also alle Eigenwerte negativ sind),

4. A ist genau dann indefinit, wenn Ay < 0 < A, (also es negative und positive Eigenwerte
qibt).

Beweis. als Ubung. O

Fiir negativ definite Matrizen kann man auch eine Charakterisierung iiber die Hauptminoren
angeben:

Korollar 8.2.5. Sei A € K"™*" eine selbstadjungierte Matriz und schreibe A®) .= A(1: k,1: k)
fiir1 < k < mn. Dann gilt: A ist genau dann negativ definit, wenn det A®) fiir alle geraden k positiv
und alle ungeraden k negativ ist.

8.3 Berechnung der Cholesky-Faktorisierung

Gegeben ist A (positiv definit) mit A* = A.
Gesucht ist ein C, sodass CC* = A, wobei C' eine untere Dreiecksmatrix ist.

Sei C' = (¢i5)1<i<n mit ¢;; = 0 fiir j > 4. Aus A = CC* folgt
1<5j<n

n n 7

aij =y cixC*(k,j) = > _ calir = Y _ CinCir, (8.3)

k=1 k=1 k=1

denn fiir £ > j gilt ¢;5 = 0. Nehme an, dass die Spalten 1,...,5 — 1 von C bereits berechnet
wurden. Fiir ¢ = j gilt

i T .
aj; =GR =Y lejkl” + lejj]
k=1 k=1
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und daraus folgt

was das geforderte positive ¢;; erzeugt.
Sei jetzt i > j. Aus ([B3) folgt

j—1
CijCjj = Qij — E CikCjk,
k=1
1 «
Cij = —— | Gij ~ g CikCik |
77 k=1

da c¢j; > 0. Hierbei sind alle nétigen Elemente bereits bekannt.

Algorithmus 8.1 Cholesky-Faktorisierung
Gegeben: A= A*
Gesucht: C untere Dreiecksmatrix mit A = C'C* oder Beweis, dass A nicht positiv definit ist.

for j=1:ndo
j—1

2
d:=aj; — Y |cjkl

if d <0 then

return (A ist nicht positiv definit)
end if
Cjj ‘= \/E
fori=j+1:ndo
i1
Cij = % (aij - Cikcg_‘k)
k=1
end for
end for

Bemerkung 8.3.1. 1. Laufzeit: O(n?®). A kann iiberschrieben werden.

2. Das Cholesky-Verfahren ist numerisch giinstig. Ein Indiz dafiir ist

J
2 2
lejk]™ < Z|le| = ajj, (8.4)
=1

also |c;ix| < \/a;;, die Eintrége von C' sind also beschrankt.
3. Sei A eine [-Bandmatrix, d.h. A;; =0 fiir |[j —¢| > [. Fiir ¢ > j +  gilt
i—k=1—J+7—k>I,
~—
>l >0

und daraus folgt ¢;, = 0 fiir £ < j und somit gilt ¢;; = 0. Also ist der Cholesky-Faktor einer
[-Bandmatrix seinerseits eine [-Bandmatrix.

e Speicherplatz sparen.

e Innere Schleife i =j+1:5+1—1.

e Summation erst ab k = j — [ + 1, also héchstens [ Summanden.
Somit haben wir eine Laufzeit von O(ni?). Falls [ konstant ist, erhalten wir sogar eine
Laufzeit von O(n).

4. Cholesky-Zerlegung ist eindeutig.
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8.4 Hadamardsche Ungleichung
Satz 8.6. Sei A = A* positiv definit. Dann gilt
O<detA§a11~...~ann.

Gleichheit gilt, wenn C und damit auch A eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. det A=Ay -...- A, > 0 ist klar. Aus (&) folgt

det A = det(CC*) = det(C)det(C*) =c2, -...- 2, < a1 ... Qnn.
O
Korollar 8.4.1 (Hadamardsche Ungleichung). Sei A € K®*" beliebig. Dann gilt
| det A| < [la’(ly ... [la™]],-
wobei al, ..., a" die Spalten von A sind. Gleichheit gilt genav dann, wenn A eine Nullspalte enthilt

oder die Spalten von A ein Orthogonalsystem bilden.

Beweis. Falls A regulér, so ist B := A* A laut Proposition B2Z3 positiv definit. Aus Satz folgt
det B <biy-... byy,
weiters gilt

* [ - . in* g i 2
bii = A*(i,)A(:,4) = (a') a' = |la’[l3,
det B = det A*A = det A* det A = det Adet A = | det A”.

Wurzelziehen liefert alles. Falls A singulér ist, gilt det A = 0, und die Aussage ist trivial. O
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Kapitel 9

Nichtnegative Matrizen und der Satz
von Perron—Frobeniu

Notationen fiir diesen Abschnitt: Seien M, N € R"**. Wir schreiben

M < N, falls m;; < ny; flirallel <i<r,1<j5<s,
M < N, falls m;; < ng; flirallel <i <r, 1 <75 <s,
|M] == (Imij])1<i<r

1<j<s

M heifst positiv, falls M > 0, und nichtnegativ, falls M > 0.

9.1 Reduzible und irreduzible Matrizen und deren kombina-
torische Deutung

Definition 9.1.1. Sei A € R"*™. Die Matrix A heifst reduzibel, falls es eine Permutationsmatrix
P gibt, sodass
B B
-1 _ 11 12
PlAP = ( ! Bm)

flir quadratische Matrizen By, und Bas gilt.
Die Matrix A heifit irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist.

Definition 9.1.2. Sei A eine nichtnegative (n x n)-Matrix. Der zugeordnete gerichtete Graph

—

G=(V,E)ist durch V = {1,...,n} und E := {(4, ) : a;; # 0} gegeben.
Beispiel 9.1.3. Sei

1/3 1/3 0 0
1/3 0 1/3 0 0
A=|0 1/3 0 0 0
0 /
0 0

1/3

1/3 0
0 0

Der zugeordnete Digraph ist

IDieses Kapitel wurde grofiteils von Stefan Reiterer nach der Vorlesung im Sommersemester 2005 verfasst.
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Lemma 9.1.4. Fine nichtnegative Matrix ist genau dann irreduzibel, wenn der zugeordnete ge-
richtete Graph stark zusammenhdngend ist.

Beweis. Sei A € R™*™ und A > 0 reduzibel und G der zugehorige gerichtete Graph, dann gibt es
laut Definition eine Permutationsmatrix P, sodass P!AP die Form

<A11 A12)
0 A
hat. Der dieser Matrix zugehorige Graph G ist offensichtlich nicht stark zusammenhédngend und
durch Umnummerieren der Knoten des A zugehorigen Graphen G entstanden. Die Graphen G
und G sind somit isomorph, daher kann auch G nicht stark zusammenhéngend sein.

Sei nun G nicht stark zusammenhéngend. Dann gibt es von einem Knoten u aus keinen gerich-
teten Weg zu einem Knoten v. Nummeriere die von u aus erreichbaren Knoten mit k41, k+2, ...,
n, fiir geeignetes k. Da zumindest v von u aus nicht erreichbar ist, gilt mit Sicherheit £ > 1. Nenne

diesen neu nummerierten Graphen G. Nun gibt es eine Permutationsmatrix P, die die zugehorige
Matrix A so umnummeriert, dass A die Form

A A
hat, wobei 411 € RF*% und Agy € R(=k)x(n=Fk) Diese Matrix ist G zugeordnet, und da man von

den Knoten k—+1 bis n die Knoten 1 bis k nicht erreichen kann, ist der linke untere Teil der Matrix
natiirlich Null. O

Beispiel 9.1.5 (Fortsetzung von Beispiel ITH). Die Matrix A ist irreduzibel, da der zugeordnete
Digraph offensichtlich stark zusammenhéangend ist.

Lemma 9.1.6. Sei A € R"*™ nichinegativ und irreduzibel. Dann gilt
(I+ A"t >0.

Beweis. Der A zugehorige Graph G ist stark zusammenhéngend, d.h. es gibt einen Weg der Lange
< n — 1 zwischen je zwei Knoten. Da wir nun aber zu A die Einheitsmatrix dazuaddiert haben,
bekommt jeder Knoten von G noch zusiitzlich eine Schleife hinzu. Die Eintrige von (A + )" "
sind genau dann > 0, wenn zwischen je zwei Knoten des Graphen ein Weg der Lange n—1 existiert,
und dies ist hier tatséchlich der Fall, da man bei verfrithter Ankunft in einem der Knoten immer
in der Schleife warten kann. O

Beispiel 9.1.7 (Fortsetzung der Beispiele und @TH). Interpretiert man die Eintrdge der
Matrix A als Wahrscheinlichkeit, von Zustand ¢ nach Zustand j zu kommen (und den fehlenden
Rest auf 1 als ,Abgleiten in die Illegalitéit®), so gibt

(el)tAk

—_ = e e

die Wahrscheinlichkeit an, bei Start in Knoten 1 nach k Schritten noch im ,legalen Bereich® zu
sein.

Um diese Wahrscheinlichkeit asymptotisch berechnen zu kénnen, miissen wir die dominanten
Eigenwerte von A kennen.
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9.2 Satz von Perron-Frobenius, Erster Teil

Satz 9.1 (Perron-Frobenius, Teil 1). Sei A € R"*" nichtnegativ und irreduzibel. Dann ist der
Spektralradius p(A) ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 1. Der zugehorige Eigenvektor
ist (nach passender Multiplikation mit einem Skalar) positiv.

Beweis. Setze H:={x € R" : 2 > 0,2 # 0} und fir x € H

Ax);
r(z) := min ( x)l.
1<i<n  x;

r ist also eine Funktion von H nach R. Weiters setze

p = sup r(x). (9.1)
zeH

Wir setzen
Pi=(I+A)""

Diese Matrix ist nach Lemma T8 positiv. Weiters gilt
PA=(A+ D" "A=A+D)"YA+T)— (A+ D)™
—(A+ DA+ D" A+ D" P =(A+ T -)(A+ )" ' = AP,

also
AP = PA. (9.2)

Lemma 9.2.1. Es gibt ein y > 0 mit py < Ay.

Beweis des Lemmas. 1. Behauptung: Es gilt
r(z) = max{s € R: sz < Az} fir alle z € H. (9.3)

Fir 1 <j <ngilt r(z)z; < (Az);. Auberdem gibt es mindestens ein j, fiir das Gleichheit
gilt. Daraus folgt, dass fiir alle z € H gilt: r(z)x < Az, und bei einigen Eintridgen Gleichheit,
daraus kann man schliefen, dass r(x) nicht mehr erhdht werden darf, und die Behauptung
ist damit bewiesen.

2. Firr € H und a € RT gilt

aAzx) Ax)
r(ax) = min ( )i = min (4a), =r(z),
1<j<n ax; 1<j<n €Zj
z; 70 z; 70
also
r(ax) = r(z). (9.4)

3. Setze K :={x € H : ||z||2 = 1}. K ist beschridnkt und abgeschlossen, also kompakt.

4. Fiir alle z € H gibt es ein x € K, sodass z = ||z||, « gilt. Fiir ein beliebiges z € H gilt nach

€3
KCH
r(z) = r(l|zlly2) = r(z) < iggr(y) < »

also gilt sup,cx7(y) = p.

(6]



5. Behauptung: r ist stetig auf {z € H : x > 0}.

Da alle ; > 0 sind, sind auch alle Briiche von

(Az);

Ty

stetig, und da das Minimum stetiger Funktionen stetig ist, ist auch r(z) stetig auf {z € H :
x>0},

6. Betrachte M := {Pz : € K}. Dann ist M als Bild der kompakten Menge K unter der
stetigen Abbildung P kompakt und eine Teilmenge von {y € R™ : y > 0}.

7. Behauptung: Fiir alle z € K gilt r(z) < r(Pz) < p.

Es gilt fiir beliebiges x € IC
r(z)r < Az,

und weiters gilt
=
r(z)Px < PAx "= A(Px).

Fiir jedes « € K gilt nun wegen der Maximalitéit von r(Px), dass

r(z) < r(Px). (9.5)

8. Laut (ZX) gilt nun fiir belicbiges = € K:

MCH
r(z) <r(Px) < supr(y) < p.
yeM

9. Es gilt sup, ¢ 7(7) < sup,ex r(Pr) < p, also p = sup,c g 7(y)-

10. Da M kompakt und r stetig auf M ist, wird das Maximum angenommen. Es gibt daher ein
20 € K, sodass r(Px") = max,ca r(2) ist, und y := Px? > 0 erfiillt nach voriger Uberlegung
r(y) = p und damit py < Ay. Das war zu zeigen.

O

Lemma 9.2.2. Gilt fiir ein x > 0, x # 0, dass pr < Ax, so folgt px = Ax und x > 0.

Beweis des Lemmas. Fiir den ersten Teil nehmen wir an, dass Az — px # 0. Dann ist der Vektor
P(Ax — px) positiv, da P positiv ist. Wegen [@2) folgt P(Ax — px) = A(Pz) — p(Px), es gibt
somit ein ¢ > 0 mit A(Pz) > (p+ §)(Pz), was ein Widerspruch zur Maximalitit von p ist. Somit
gilt Az = pz, also ist x ein Eigenvektor zum Eigenwert p von A. Damit ist x auch ein Eigenvektor
zum Eigenwert (p + 1)"~! von P, woraus

1
T= Pz >0
(p+1)nt

folgt. O

Lemma 9.2.3. Sei x ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A. Dann gilt |\| < p. Falls zusdtzlich
Al = p gilt, soist |x| ein Eigenvektor zum FEigenwert p von A und es gilt |x| > 0.

Beweis des Lemmas. Aus Ax = Az folgt nach Dreiecksungleichung
AL Jz] < [A] - [zl (9.6)

also nach ([@3) und @) die Ungleichung [A| < r(|z]) < p.
Falls |\| = p, so folgt aus ([@0) und Lemma [IZ2 dass |z| ein Eigenvektor zum Eigenwert p ist
und |z| > 0. O
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Aus LemmaBEZTund Lemma[IZAfolgt, dass p ein Eigenwert von A mit positivem Eigenvektor
ist. Daraus folgt p < p(A). Andererseits folgt aus Lemma 23] dass p(A) < p, somit gilt p = p(A)
und es gibt einen positiven Eigenvektor zum Eigenwert p(A) von A.

Lemma 9.2.4. p(A) hat geometrische Vielfachheit 1 als Eigenwert von A.

Beweis des Lemmas. Seien x und y zwei linear unabhéngige Eigenvektoren von A zum Eigenwert
p(A). Nach Lemma 23 gilt |x| > 0 und |y| > 0. Wir setzen z := y;o — x1y. Da  und y
linear unabhéngig sind und z7 # 0 und y; # 0, ist auch z # 0 und daher ein Eigenvektor von
A zum Eigenwert p(A). Daraus folgt |z| > 0 nach Lemma 23 das ist aber ein Widerspruch zu
21 =y1x1 — 191 = 0. O

Lemma 9.2.5. p(A) hat algebraische Vielfachheit 1 als Eigenwert von A.

Beweis des Lemmas. Nach Lemma L2 besitzt A nur einen Jordanblock zum Eigenwert p(A).
AufBerdem besitzen A und A? (das ebenfalls eine irreduzible nichtnegative Matrix ist) nach Lem-
ma [Z7] und Lemma, jeweils einen positiven Eigenvektor x bzw. y, also

(A= p(A)D)z =0,  y'(A— p(A)I) =0.

Falls die algebraische Vielfachheit von p(A) grofer als 1 ist, so gibt es einen Vektor z mit (A4 —
p(A)I)z = x. Es folgt
0<y'z=y"(A—p(A)I)z=0z=0,

ein Widerspruch. O

Damit ist auch Satz [@Jl vollsténdig bewiesen. O

9.3 Drehungsinvarianz von Eigenwerten

Satz 9.2. Sei A € R™* ™ nichinegativ und irreduzibel und A habe genau k FEigenwerte mit Betrag
p(A). Dann sind diese Eigenwerte durch

e2milk p(A), 0<l<k

gegeben. Sie haben alle algebraische Vielfachheit 1.
Das Spektrum von A ist invariant unter Rotation um 27 /k.

Beweis. Es sei A ein Eigenwert von A mit p(A) = |\| und 2 # 0 der zugehdorige Eigenvektor. Nach
Lemma B23 ist |z| ein positiver Eigenvektor zum Eigenwert p(A) von A.
Wir setzen nun D := diag(|z1|/x1, ..., |¥n|/®n), weshalb die Beziechungen |z| = Dz und = =
D~1|z| gelten. Es gilt
AD a| = Az = Az = AD x|,

woraus durch Multiplikation von links mit D

A A
DAD Ma| = Mz| = —p(A)|z| = —A|zx
o] = el = 2 p(A)le] = —2 Al

folgt. Wir erhalten somit

(@DAD—1 — A) |z| = 0. (9.7)

Wir bemerken, dass |@DAD’1| = A, weil es sich bei den Multiplikationen mit den Diago-
nalmatrizen D beziehungsweise D~ und der Multiplikation mit p(A)/\ jeweils um Multiplika-
tion der Elemente um gewisse komplexe Zahlen mit Betrag 1 handelt. Somit handelt es sich bei
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(@DAD*1 — A) um eine Matrix, deren Realteile alle nichtpositiv sind. Daher folgt aus (1),
dass alle diese Realteile gleich 0 ist (weil ja |x| > 0). Somit muss aber

A= @DAD*1 (9.8)
gelten. Die Matrix DAD™! ist dhnlich zu A und hat damit dieselben Eigenwerte mit denselben
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten wie A. Bei Multiplikation mit p(A)/\ werden diese
Eigenwerte samt ihren algebraischerﬂ und geometrischen Vielfachheiten mit p(A)/\ multipliziert.

Seien nun die Zahlen 0 = ¢1 < @a < ... < ¢ < 27 so gewihlt, dass Ny = e¢p(A) fiir
1 < ¢ <k gilt, wobei die A1, ..., \; genau die k Eigenwerte von A mit Absolutbetrag p(A) sind.

Wir betrachten jetzt ein ein beliebiges 1 < 7 < k. Dann gibt es eine positive ganze Zahl m,
sodass mpa < @; < (m + 1)ps. Setzen wir A = Ay = e#2p(A4) im ersten Teil des Beweises und
wenden diesen m mal an, so sehen wir, dass auch

e*mtpzi/\j _ e(@j*mtpz)ip(A)

ein Eigenwert von A ist. Da aus der Wahl von m folgt, dass 0 < ¢; —mpa2 < @2, muss @; —mps = 0
gelten, da ja alle von p(A) verschiedenen Eigenwerte ein Argument von mindestens ¢ haben. Wir
schliefen daraus, dass alle ¢; gewisse Vielfache von ¢ sind. Da (wiederum nach dem ersten Teil
des Beweises) mit e™#2%p(A) auch (™~ 1?27 p(A) ein Eigenwert von A ist, muss ¢y = 27/k gelten.
Daraus folgt die geforderte Gestalt der A;. Durch (LX) wird auch die algebraische Vielfachheit 1
des Eigenwertes p(A) auf alle iibrigen Eigenwerte desselben Absolutbetrages iibertragen.

Aus [@3) folgt dann auch sofort die Drehungsinvarianz. O

9.4 Primitive Matrizen

Definition 9.4.1. Eine nichtnegative Matrix A € R™*" heillt primitiv, wenn sie irreduzibel ist
und genau einen Eigenwert mit Betrag p(A) hat.

Satz 9.3 (Perron-Frobenius, Teil III). Sei A € R"*"™ A > 0, dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. A ist primitiv.
2. FEs existiert ein pg € Ny, sodass fiir alle p > py gilt: AP > 0.

3. Es existiert ein p € Ny, sodass AP > 0.

Beweis. (1) = (2): A ist primitiv, also ist A irreduzibel. Nach Satz [l ist p(A) ein Eigenwert
von A mit algebraischer Vielfachheit 1. Daraus folgt AP = s!(t1)!pP(A) + O(r?), wobei
t! =T(:;1) und s' = T~1(1,:) sind, und T die Transformationsmatrix zur Jordanzerlegung
von A ist. Weiters gilt, dass J(1,1) = (T"tAT)(1,1) = p(A) ist. Daraus folgt J(1,1) =
(TAYTH)(1,1) = p(A), und daher Als' = p(A)s!, also ist s' Eigenvektor zum Eigenwert
p(A) von A?, und nach SatzBlgilt dann s > 0, und damit s (t!)* > 0. Da weiters p(A) > |r|
gilt, wird irgendwann der vordere den hinteren Teil ,iiberholen”, und damit gilt AP° > 0 fiir
ein passendes po € N.

(2) = (3): trivial.

(3) = (1): Da AP > 0 ist, gibt es auf dem A zugehorigen Graphen G, zwischen je 2 Knoten
einen Weg der Lénge p, daraus folgt, dass G stark zusammenhéngend ist, also ist A nach

2Sei B eine Matrix und 0 # w € C. Dann gilt det(wB — 2I) = w™ det(B — (z/w)I), d.h., X ist genau dann ein
Eigenwert von wB, wenn A\/w ein Eigenwert von B ist. Dabei bleiben die algebraischen Vielfachheiten gleich.
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Lemma (T4 irreduzibel. A habe k verschiedene Eigenwerte mit Absolutbetrag p(A), diese
haben nach Satz die Gestalt \; = p(A)eiz%. Fiir die Eigenwerte von AP gilt dann

X = (p(A)eF ) = (p(4) - 1) = 7 (A).

AFP hat demnach den k-fachen Eigenwert p*P(A). Daraus folgt nach Satz Il k = 1, also ist
A primitiv.
O

Korollar 9.4.2 (Satz von Perron). Sei A € R"*™ A > 0. Dann ist A primitiv.

Bemerkung 9.4.3. Es gilt AP > 0 genau dann, wenn je zwei Knoten des Digraphen durch einen
Kantenzug der Léange p verbindbar sind.

Beispiel 9.4.4 (Fortsetzung der Beispiele I3 [TH und ETT). Es gibt von jedem Knoten einen
Weg nach 1 in hochstens 2 Schritten sowie einen Weg von 1 zu jedem Knoten in hochstens 2
Schritten. Daher gibt es zwischen je zwei Knoten einen Kantenzug der Lange < 4 iiber den Knoten
1. Auflerdem gibt es eine Schleife bei 1. Daher gibt es zwischen je zwei Knoten einen Kantenzug
der Linge 4, also gilt A* > 0 und somit ist A primitiv.

Bemerkung 9.4.5. Ist der einer nichtnegativen Matrix zugeordnete Digraph stark zusammenhén-
gend und enthélt er mindestens eine Schleife, so ist die Matrix primitiv.
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Teil IV

Singularwertzerlegung
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Kapitel 10

Singularwertzerlegung

10.1 Definition, Existenz und einfache Eigenschaften

In Kapitel @ Eigenwerte von quadratischen Matrizen (sind eine Art von ,skalarer Kenngrofe® der
Matrix). Was ist mit rechteckigen Matrizen? Az = Az ist nur fiir quadratischen Matrizen sinnvoll.

In Kapitel BE Haben iiber- bzw. unterbestimmte Gleichungssysteme ,, Az = b* betrachtet. Da-
mals war Voraussetzung, dass A vollen Rang hat. Was tun, wenn dies nicht der Fall ist?

In Kapitel [ Matrizennormen || Al|, eingefiihrt. [|All,, || A[|, ausgerechnet (Spalten- bzw. Zei-
lensummennorm). ||A||, kénnen wir bis jetzt nicht berechnen.

Versuche nun diese Probleme zu 16sen, wobei wir mit letzterem beginnen. Sei A € K™*", Da
fiir unitdre Matrizen |[U*AV||2 = ||A4||2 gilt (Proposition EEZH), suchen wir unitdre Matrizen U
und V', sodass U*AV = S in moglichst einfacher Form ist, ndmlich in Diagonalform. Dass dies
immer moglich ist, zeigt folgender Satz.

Definition 10.1.1. Sei A € K™*" die Matrizen U € K"™*™ und V &€ K"*" seien unitér, und
S € R™*™ gei eine Matrix mit

~Joi, wenn 1 <i=j < p,
Sij = 0
, sonst

fiir gewisse o1 > g2 > --- > 0, > 0, wobei g = min(m,n). Wenn U*AV = S, so heifit (U, S,V)
eine Singuldrwertzerlegung von A; die o; heiffen Singularwerte.

Satz 10.1 (Existenz einer Singuldrwertzerlegung). Sei A € K™*™. Dann besitzt A eine Singuldr-
wertzerlegung (U, S, V).

Beweis. 1. Wir betrachten den Fall m =1, also A = (a*) fiir ein a € K.

. Cauchy-Schwarz

[All; = max [|Azfl, = max [la*z], = max [{a,z)] < max |laly[[z]ly = [lall,-
lell;=1 el =1 lell,=1 lell,=1

1
lall,

Tag 4"
A= L (lalo.0) (T

unitér ., Diagonalmatrix e m—'
€nXn unitar

Gleichheit in Cauchy-Schwarzer Ungleichung gilt fiir x = a.
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2. Nun betrachten wir den Fall n = 1, also A = a.

[A]ly = max [laz|l, = max|z| - [lal|, = (],
\zb:l z|=1
llall,
Y - 0
A=z 0) : <
— i nXmn unitir
mXm unitar 0
————

mx1 Diagonalmatrix

3. Allgemeiner Fall: m > 2, n > 2. Wir setzen o := || A]|,. Es existiert ein v € K” mit |Jv||, = 1,
sodass ||Avl||, = o1 gilt. Daher ist Av = oju mit u € K™. Aus

o1 = [[Avlly = llovully = fon] - [Jully

folgt, dass u normiert ist. Wir ergénzen v zu einer unitdren n x n Matrix (v V). Ebenfalls
wird u zu einer unitdren m x m Matrix (u U ) erganzt. Wir schreiben nun die lineare
Abbildung = +— Az beziiglich dieser Basen.

u* _(uwAv wrAVYN  (owwtu o wt o wt)
(U*)A(” V)_<U*Av U*AV)_(JlU*u B)_(O B)_'C'

Da [[AQ|l, = || Al und ||QA], = || A, fiir unitéres @, folgt ||C||, = ||A|, = o1. Betrachte
c (01) _ o+ wrw
C)
w
%)
W/ll2

w *
2 *
o7 +w w
> 127 =\/o? +ww > \/o? =0y,
Vo1 +wrw

Daher gilt iiberall Gleichheit, also w*w = 0, also |Jw|, = 0, also w = 0. Sei z € K"~ mit

|z]|, =1, dann gilt
o\| (o 0) /0
@G 5)C)

I1Bll, =

2
,_Jorrwwt e Py P

o1 =|C|y >
Icll, o

= [|B],.
2

Und daraus folgt
max |Bx|l, < o1.
ek |lz]|,=1
Wir kénnen also durch Multiplikation mit (im Allgemeinen) verschiedenen unitiren Matrizen

A auf die Gestalt 001 g bringen, wobei o1 = ||A||, und [|B||, < o;.

Iterativ: A wird tibergefiihrt in
01

Ou

mit g := min(m,n) und o1 > o9 > ... > 0, > 0.

O

Proposition 10.1.2. Sei A € K™*" (U, S,V) eine Singuldrwertzerleqgung von A, pn = min(m,n),
U= (ul,...,u™), V= (v ...,0"). Dann gilt:
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AV = ol fiir 1 <i < p,

- o1 = [l 4]y,

p o
A= o' (v'),
i=1

4. A*A = VS*SV* = Vdiag(o?,..., 03, 0...,0)V*, daraus folgt: o3,..., aﬁ, 0...,0 sind die
FEigenwerte von A*A. Die Vektoren v',... v™ bilden eine Orthonormalbasis von EV wvon
A*A.

5. ||All, = y/max(c(A*A)).

6. AA* = USS*U*, also sind J%,...,JZ,O,...,O die FEigenwerte von AA*, die Vektoren
ul, ..., u™ bilden die zugehdrige Orthonormalbasis von EV.

7. | Ally = /max(o(AA*)).

Beweis. 1.
AV =US, (Av',.. ., Av*) = (u',... . u™) diag(oy,...,0,) = (1u', ... o.ut).

2.

UTAV = 5 = [|All, = [[Slly,  [IS]2 = max [[Sz(|, = max

l=ll,=1 llzll,=1

A=USV*=U : . = ol (V)" + . ot (ot

O

Korollar 10.1.3. Die Singuldirwerte o1 > --- > o, sind eindeutig bestimmt, d.h., sie hingen nur
von A und nicht der speziellen Singuldrwertzerlegung von A ab.

10.2 Anwendungen der Singularwertzerlegung

In diesem Abschnitt sei A € K™*", b € K™, u = min(m,n), r = max{i : o; > 0} und (U, S, V) eine
Singulirwertzerlegung von A. Die Spalten von U bzw. V werden mit u',...,u™ bzw. v!,...,0v"
bezeichnet.

83



10.2.1 Uber- und unterbestimmte Gleichungssysteme
Sei M :={z € K" : ||Az — b||, minimal}. Suche ein x € M, sodass ||z|, = mlhr}HyH2 Das ist also
yEM

eine gemeinsame Verallgemeinerung des Konzepts iiber- bzw. unterbestimmter Gleichungssysteme.

1Az — bll; = U™ (Az — b)l3

= |U* Az — U*b|
= |[U*AVY - U*b|;
=[Sy — U*b];
2
011
- o
OrYr
O 2
2
01Y1
= Do =)@ )|| U + 1 im)]; (10.1)
OrYr 9 konstant

das kann minimiert werden

Setze also y; = a—ll(U*b)l, ..., =(U*b),, denn diese Wahl minimiert |[Az — bl|,. yr41,. .., yn kon-
nen beliebig gewdhlt werden. Da ||z, = [|Vyll, = |lyll5, ist |||/, genau dann minimal unter allen
Vektoren aus M, wenn y,11 = ... =y, =0,
1 *
= (U"b)
y= : ,
U—lT(U*b)T
0
1
o1
1
= or U*b
Y 0 )
0
::S+6Kn><7n
x=VSTU*D.

Definition 10.2.1. Sei A € K™*™ und U, S,V die Singuldrwertzerlegung von A, r := max{i :
o; > 0}. ST sei jene (n x m)-Matrix mit Eintrdgen

> i=j<r
(SJF)U‘:{(” .

0  sonst

Dann heift A1 := V.STU* die Pseudoinverse von A.

Satz 10.2 (iiber- bzw. unterbestimmte Gleichungssysteme via Pseudoinverser). Seien A € K™*",
b € K™, AT eine Pseudoinverse von A. Dann gibt es genau einen Vektor, der minimale Norm
unter allen Vektoren, die || Az — b||, minimieren, hat, ndmlich x = ATb.

Beweis. siehe Voriiberlegungen O
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Korollar 10.2.2. Die Pseudoinverse ist eindeutig.

Beweis. Setze b = e, ..., e™ nacheinander ein, dann sind die entsprechenden Spalten von AT

als eindeutige Losung des iiber- bzw. unterbestimmten Gleichungssystems ,, Az = e eindeutig
bestimmt. 0
10.2.2 Kern, Bild, Rang

Wir bestimmen das Bild von A. Ein Vektor b € K™ ist laut ([[L]) genau dann im Bild von A,
wenn (U*b)(r + 1 : m) = 0 gilt, was zu b € span{u"!,... ,u™}+ = span{u',... u"} dquivalent
ist.

Um den Kern von A zu beschreiben, setzen wir b = 0 in (L)) ein und sehen, dass = € Ker A
Aquivalent zu (V*x)(1: r) = 0 ist. Somit ist Ker A = span{v" ™1, ... v"}.

Proposition 10.2.3. Es gilt
o Ker A =span{v" ! ... 0"}
o Im A = span{ul,... u"}
e rankA=r

Die angegebenen Basen sind jeweils Orthonormalbasen.

10.2.3 Numerischer Rang

Was tun, wenn o, klein ist?
Soll es eigentlich einer 0 entsprechen und damit Rang von A < r, oder ist o, ,absichtlich positiv*?

Satz 10.3. Sei A € K™*" mit Singuldrwerten o1 > ... > o, p = min(m,n), r = rank A. Fir
0<k<rglt

_min |4~ Bl, = o
raEkB:k

Beweis. Sei U*AV = S eine Singuldrwertzerlegung. A = USV* = . oyu’(v!)” mit o, > 0. A hat
i=1
laut Annahme Rang r. Méchte A ein wenig ,verwackeln“, sodass der Rang auf k abfillt. Versuch
k
C =Y oui(v') € Kmxn»
i=1

g1

Ok
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Laut Proposition 23 gilt rank C' = k.

o1 01
o o
A-C=U F VE-U F v
Ok+1 0
oy 0
0
Ok+1
= U . %
N~ . ~—~
unitar o unitar
0
0
Ok+1
[A=Cll, = = Ojp1.
o
0 2

Bis jetzt haben wir bewiesen: Iillél k||A — B|l, < ok41. Sel jetzt B eine Matrix vom Rang k,
ran =

dann folgt daraus nach der Dimensionsformel, dass
dimKerB=n—rankB=n—k

und daher
span{v!, ... 0"} N Ker B # {0},

dim k+1 dimn—k

sonst wire Ker B@span{v!, ..., v**1} direkte Summe der Dimension (n—k)+(k+1) = n+1 > n,
Widerspruch. Daher gibt es ein 0 # z € ker BNspan{v',...,v**1} mit ||z]|, = 1. Also gilt Bz = 0.
Wir erhalten

A= Blly > (A= B)zll, = [[Az = Bz||, = [[Az]2 = [USV "zl = [|SV"]|.

Setzen wir nun V*z = y, was zu z = Vy &dquivalent ist. Nach der Voraussetzung iiber z muss
y(k +2:n) =0 gelten. Somit gilt

n k+1 k+1 n
IA=Bl5 > [ISyll3 =Y o?lyil> = ol lyil> > 020 Y lwil> = 020 Y lwil* = o7 [l
i—1 i=1 i1 i1

= oia V723 = okpallzl3 = ok
Schlieflich folgt
_min A~ B, = opn.
(Das Minimum wird tatséchlich angenommen). O
Auch aus diesem Satz folgt

Korollar 10.2.4. Die Singuldarwerte einer Matriz sind eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Formel in Satz [I3 gibt basisfreien (also unabhéngig von U, V) Ausdruck fir og41
fir 0 < k <r —1, die {ibrigen sind wegen Satz ohnehin 0. O

Bemerkung 10.2.5. U,V sind im Allgemeinen nicht eindeutig.
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10.2.4 Konditionszahl
Sei A € K"*™ dann gilt fiir reguldres A

ra(A) = || Ally [|A7 ],
——
o1

Um die Singuldirwerte von A~! zu bestimmen, verfahren wir folgendermafen:

A=USV*,
ATt =USsSv) T =) TisT iU =Y U*.

Somit hat A~! die Singulérwerte 0—11 <...< -1, und somit ist A7, = .

Proposition 10.2.6. Sei A € K"*" mit Singuldrwerten o1 > ... > 0,. Dann gilt

o1

A)=—.

ra(4) = =
Beweis. Fir reguldres A siche oben. Fiir singuldres A gilt definitionsgeméf r2(A) = oo. Da
rank A <n — 1, folgt o, = 0 und somit G = 00" O

10.2.5 Bildkompression

Ein Graustufenbild aus m x n Pixel kann man als Matrix A € R"*" auffassen, wobei der Grauwert
jedes Pixels in den entsprechenden Eintrag der Matrix geschrieben wird. Speichert man die volle
Matrix, so werden mn Einheiten Speicherplatz verbraucht. Wir schreiben A als Singulérwertzer-
legung.

n k
A=USV* = Zaiui(vi)* R~ Zaiui(vi)*.
i=1 i=1
Waéhle nun £ angemessen, bendtige nun
kE+km+Ekn=km+n+1)

»Einheiten Speicherplatz. Es gibt allerdings bessere Kompressionsverfahren.
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Erganzungen
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Kapitel 11

Eigenwertabschatzungen

11.1 Sensitivitat von Eigenwerten

geg.: A € C"*" NA € C**".
Frage: Wie stark weichen Eigenwerte von A + AA von A ab?

Satz 11.1. Sei A € C™ " diagonalisierbar, T-'AT = D ...Diagonalmatriz, NA € C"*" pn €
o(A+ AA). Dann gilt
Ag};(lgl)lu = Al < wp(DIAA],
wobei 1 < p < oo. (kp(T) = ||T7H, - | Tl wie in Abschnitt ELT)).
Beweis. Falls u € o(A), so ist nichts zu zeigen. Nehme also u ¢ o(A) an. A — ul ist regulir.
A+ ANA — ul ist singuliir. (A — pI)(I + (A — pl)~tAA) ist singulir, also
0=det((A—pl)(I+ (A—pul) " AA)) = det(A — pl) det(I + (A — pl) ' AA).

#0 ist singular

Laut Lemma 222 ist (I — B) regulér, falls || B|| < 1. Daraus folgt nun
(A - uD)™ AA],

(DT =TT, - [ DA,

= |(T(D — uD)T~H) 7|, - |24,

= |T(D — u) ' TV, - | AA],

<@ = u) T, - 1T, I AA,

1

IN

(
(

IN

=rp(T)

d'a( 1 1 1 >
i , ey
& Al — 1 Ao — An — b

falls D = diag(A1,...,An). Muss nur noch die Norm einer Diagonalmatrix diag(dy,...,d,) aus-

rp(T) | DAL,

p
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rechnen.

H diag(dlv ) dn)”p = ”gﬁale(dlxl; ) dnzn)th

= max </|d1£61|p +...+ |dn1'n|p
llll,=1

< | max </(max|di|p)(|$1|p o |zalP)

z||,=1

= Z:nllaxn|dz| maX1||:EHp .

—_————
1

.....

|| diag(dy, ..., d,)|| = Z.:1rrllao<n|di|,

©

setzt man dies nun oben ein, erhdlt man

rp(T) | DA,

P~ min [N — pl
i=1,....,n

Korollar 11.1.1. Sei A € C"*™ normal, NA € C"*" s € (A + AA). Dann gilt

i — Al < [|AA]L.
Aglo}&)lu | < [[AA]l,

Beweis. Aus A normal folgt, dass ein U unitér existiert, sodass U*AU = D .. .diagonal. ||Uz||, =
|||, fiir alle z € C™, also ist auch ||U||, = 1. U~! = U* unitér, also gilt |[U*[|, = [[U!]|, = 1 und
schlieflich gilt somit k2 (U) = 1.

Beispiel 11.1.2.

0 1 0
A=J,(0) =
1
0 0
0 1 0
A+ NA =
1
T 0
—t 1 0
Paina(t) =
1
x —t
-t 1 0 1 0
=t + (=) e -t
1
0 —t 0 —t 1



\ ist ein Eigenwert von A + AA genau dann wenn A" — 2 = 0, und daraus folgt A\, = e2F7¥/" /x
(aufgrund komplexer Nullstellen) fiir 0 < k < n. Abstand zwischen EW );, von A + AA und dem
EW 0 von A ist {/x. Sei = 1076, n = 16. Fehler im EW: 0.1.

Bemerkung 11.1.3. Bei nicht-diagonalisierbaren Matrizen konnen EW ,unendlich“-schlecht kondi-
tioniert sein.

Frage: Ist ¢/ schon das allerschlechteste?

Satz 11.2. Seien A,NA € C"*" U*AU = D + N die Schur-Zerlegung, also U unitdar, D diago-
nal, N obere Dreiecksmatriz mit Diagonale 0, v € N, sodass |[N|" = 0 (wobei |N|...Matriz der
Absolutbetrige), pn € o(A+ AA), dann gilt

i — A < 9,0/,
Ag&)m | < max( )

r—1
. k
wobei O = || AA||, kEfo | NV|5-
Beweis. Wie im Beweis von Satz [Tl gilt

-1
L< (A= pd) " ly - |AA].
Weiters erhalten wir
-1 * #\—1 —Lyrs
[(A—=pI) |l = [(UD+ N)U" = pUU*) |, = [U(D = pl) + N) Ul
<D = pI+N)" ],
Da A und D + N ahnlich sind, gilt 0(A) = o(D + N). Da D 4+ N eine obere Dreiecksmatrix ist,
stehen die EW von D + N auf der Diagonale. D = diag(\1,...,\,), wobei o(A4) = {A1,..., \n}.
Da p # N\;, ist D — pl regulér, also
-1 1 -1
[(D—pul+N) "y = (D= pul)(I+ (D —pl) "N) |,
1 -1 1
ST+ @D =pd) " N) - (D= pl) ;-
—_—
=:0
Falls N von der geforderten Gestalt ist und |[N|” = 0 und E eine Diagonalmatrix ist, so gilt
(EN)" = 0:

0= |N|:] = Z |ni11| ’ |n1112| T |nl7‘—1j| :

liyeonlro1

=0

T
(EN)ij = Z einulellnllbebnbls .. .elrflnlrflj .

I1,eolr—a

=0
Endliche geometrische Reihe: (I — B") = (I — B)(I+B+---+ B" ). Fiir B = (D — puI)""'N gilt
B" =0, also

I=(I-B)(I+B+---+B"1.

(I-B)~!
Zusammen:
r—1
_ k
1< [|AA]L6 > (1D = pI) ™2 [N|2)
5
r—1
k
= AA[,6 6*IN|
k=0
r—1
< [|AAll2 Y IV 2" max(s, 67).
k=0
0
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Also: 1 <66 oder 1 < #§". Daraus folgt nun

min |\ — p| = = < max(6, V0).

1
Aea(A) )

Frage: Bleiben algebraische Vielfachheiten bei Verwackelung erhalten?

Satz 11.3. Sei A € C"*™ X ein EW von A mit algebraischer Vielfachheit p, und € > 0 gegeben,
wobei in S\, €) keine weiteren EW von A liegen. Dann gibt es ein 6 > 0, sodass fiir alle B € C"*"
mit | B — Al < ¢ die Anzahl der Eigenwerte von B in S(\,€) gleich p ist (Anzahl = Summe der
algebraischen Vielfachheiten,).

Lemma 11.1.4. Sei P ein Polynom, A\ € C,e > 0 so, dass in OS(\,€) keine Nullstellen von P
liegen. Dann ist die Anzahl der Nullstellen von P in S(\ €) gleich

= \+ e’ 2 ;
1 P’ z . 1 [ P\ +ec'?) .
| poytem (@ esds )| = o [ Byt
T z s ee’
8S(Xe) O<¢=<2r 0

Beweis des Satzes. f(z,B) = det(B — zI) ist Polynom in B, z. Aufgrund der Wahl von e hat
f(z,B) fir z € 9S(\,¢) und B = A keine Nullstelle. Die stetige Funktion z — |f(z, A)| nimmt
auf der kompakten Menge 9S(A, €) ihr Minimum m > 0 an. Da f in z € 0S(\,€), B € S(A4,p)
(fiir ein p > 0) gleichmiRig stetig ist, gibt es ein d1, sodass fiir alle B € S(A4, p) und z € S(\, €)
die Abschitzung |f(B,z) — f(A,2)] < m/2, also f(z,B) # 0 gilt. f/(z, B) ist gleichméfig stetig

ebendort, und somit auch ff’((;,g))- Es gilt

fiir |A — BJ| < d und ein passendes ¢ > 0.

s

1
|Anzahl der Nullstellen von B in S(\,€) — p| = o
7T

\m

fI(ZaB) _ fI(Z’A) eei¢>
<f<z,B> f(z,A>> 10

0
2m
1 1 1
< — | —edp = .
=9 / 5.7 = 3
0
Da obige Zahlen ganz sind und sich hochstens um 1/2 unterscheiden, sind sie gleich. O
Beweisskizze des Lemmas. Sei
P(z)=z(z—X )" ... (z = \)!".
Dann gilt
P’ r
(=) __m o H
P(z) z—X\ zZ—=Ar
Fir 1 < k <7 betrachten wir
2 2 n
1 1 - 1 e’
— [ ———¢¥dp = — | ————do.
27T/A+eez¢—)\kee ¢ Qw/mjLew ¢
0 0 €
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Fall 1: le‘k‘ <1, also A\ € S(A,€):

21 2
o w s ()
1 1 qp = 1
271'0 14 A= — o prd
\Jg,_d
| I<1
Fall 2: "\l?’“‘ > 1, also A\x & S(\,€)
27 27 i
1 1 . 1 € e
27r/)\+eel¢f)\kee 9 2mAk/1_( . )ew ¢
0 0 PYR=Y

2m

1 2 € l
- o =
o <)\k—)\) /e ¢=0.
=1 0

1 OOP’()\+eei¢) i
- — v do = .
27 / P(\ + ee'?) ce’de Z s

0

Daher gilt

k
AES(A€)
O

Satz 11.4. Sei A € C"*™ und e > 0. Dann gibt es ein B € C"*™ mit ||A— B|| < €, sodass B n ver-
schiedene Figenwerte besitzt. (Daher liegt die Menge der Matrizen mit verschiedenen Eigenwerten
dicht im C™*™).

Bemerkung 11.1.5. Damit liegen die diagonalisierbaren Matrizen ebenfalls dicht im C™*™.

Beweis. Sei U* AU = D+ N die Schur-Zerlegung von A (U unitér, D = diag(Ay,...,\,), N strikte
obere Dreiecksmatrix), A = U(D + N)U*. Wihle 0 < § < 1 so, dass § < )\#)\min(A)M — XN|. Sei
/ea—

E = diag(d,62,...,0m).
Annahme: E + D = diag(\; + 6, A2 + 6%,..., A\, + ") habe zwei gleiche Diagonalelemente, also
A + 6% =\ + 6 fiir gewisse k < [. Dann gilt

0<Xe—N=0"-6=06"1-6""<d< min [A=N|.
:%’T A#EN €a(A)
>

Widerspruch zur Annahme. Also hat D + E lauter verschiedene Eigenwerte. D + F + N hat die
selben Eigenwerte, ebenso B :=U(D + E + N)U*

A= Bll, = [U(D +N) = (D +E+N))U"|,
< Ul - Il - 1T, < [1E]ly = 0.

Wihle 6 < min(l,e, min |A—N|). O
A£N Ea(A)

11.2 Eigenwertabschatzungen

Satz 11.5 (GerSgorin). Sei A € C**". Setze

== S auvZ|az]|

Z;ﬁJ
fir 1 <i<n. Dann gilt:
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1. o(4)c US;
=1

2. Falls fir ein I C{1,...,n}

UsinlJsi=1¢

iel i¢l

gilt, so enthilt \JS; genau |I| Eigenwerte von A (mit Vielfachheiten gezihlt).
icl

Beispiel 11.2.1.
1.1 —-0.1 0.1

A=101 05 0.3 \
0.1 03 06 ‘.
alle EW liegen in den Kreisscheiben, alle Realteile sind somit Wiﬂ
positiv.

Beispiel 11.2.2.

1.3 05 0.1
A=101 -03 0.1
0.1 0.1 0.7

Somit liegt genau ein Eigenwert in S(—0.3,0.2) und

genau zwei Eigenwerte in 5(1.3,0.6)US(0.7,0.2). Da O N Y
o(A) = o(A?), kann ich Ger§gorin auch spaltenweise \0.3/ NOZZANIEY
anwenden. Somit liegt ein Eigenwert in S(—0.3,0.2),

einer in S(0.7,0.2) und einer in S(1.3,0.2).

Beweis. 1. Sei X € 0(A), x zugehoriger Eigenvektor mit [|z|| = 1. Sei z; = 1. Es gilt Az = Az,
die i-te Zeile sieht also wie folgt aus Z?Zl QT = AT;

I = aal = (X = aw)as| = D aga;| <Y lai] -l <D sl
J#i J#i i
Und somit ist \ € 5;.
2. Sei A =D + E, D...Diagonalmatrix, F .. .Diagonale 0. Fiir 0 < ¢t < 1sei Ay = D + tE,
AO = D, Al = A. Es gllt
O'(Ao) = {all, ey ann}

und fiir

fo=> uW

Aeo(A)NUS;
i€l

gilt f(0) = |I]. Die Kreisscheiben

Si,t = g Qg5 t Z |aij|
J#i

sind die Gersgorin-Kreise fiir A;. Setze
1 — _
el ¢l

f(t) ist definiert auf [0, 1].
Behauptung: f ist stetig. Sei t € [0,1]. Dann gibt es ein ¢, sodass fiir [t — s| < ¢ die EW
inklusive Vielfachheiten von A; und Ay sich um héchstens p unterscheiden.
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Falls A ein EW von A; mit algebraischer Vielfachheit g und A € |J m gilt, gibt es n1,..., 0,
el
(inklusive Vielfachheiten) EW von Ag mit |A — 7| < p falls |s — ¢| < ¢ fiir ein passendes

d (Satz II3). Da d (Um, USit | > 3p folgt g ¢ |UJSis. Aus Teil 1 folgt . € U Sis

i€l gl igl i€l
und daraus folgt wiederum f(s) = f(¢) fiir |[s — ¢| < 6. Daher ist f stetig auf [0,1] mit
Wertebereich Ny, also ist f konstant. Also gilt

f(1) = £(0) = |1].

Definition 11.2.3. Sei A € R™*™ mit der Eigenschaft
Qi > Z |aij|.
J#i
Dann heifft A diagonal dominant.

Korollar 11.2.4. Sei A € R™*" symmetrisch und diagonal dominant, dann sind alle Eigenwerte
von A positiv und A ist positiv definit.
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