Einige Bemerkungen zur Integration

Integrationsregeln:
Linearitét: J(f(@)+g(z))dz = [ f(z)dz + [g(z)dz und [c- f(z)dz=c- [ f(z)dx
partielle Integration: [ f'(z) - g(z)dz = f(z) - g(z) — [ f(z)-¢'(z)dz
Substitutionsregel: [ fle@)-¢'@t)dt = [ f(z)dz
logarithmische Regel: [ ff/((f)) dz = In|f(z)]

Wichtige Substitutionen:

Im folgenden bezeichne R(x1,x2,...,x,) immer eine rationale Funktion in den Unbekannten w1, zs,...,xz,, dh. es gibt
Polynome P und () mit

P(x1,xa,...,2y)

Q('Tlv'er . 'azn) -

R(l‘l,l‘g,...,wn) =

Typ 1: [ R(sinh(x), cosh(z), tanh(z), coth(z),e”) dz
Man driicke sinh(z) usw. durch e¢” aus und verwende die Substitution ¢t = e* und d¢ = ¢ dz. So erhélt man ein Integral {iber
eine rationale Funktion in ¢, die mit Partialbruchzerlegung gelést werden kann. Es gilt:

T _ T T —x inh
sinh(z) = %, cosh(z) = %, tanh(z) = i:;hg))

Typ 2: [ R(sin(x), cos(z), tan(z), cot(x)) dz
Man verwende die Substitution ¢ = tan(%), es gilt:

11—t 2t sin(z) 2dt
=——, sin(z) = ——,
1+¢2 1+ ¢2

cos(x)

Dies fiihrt zu einem Integral {iber eine rationale Funktion in ¢.

Typ 3: fR(m," Z;”ig) dr mitad —bc#0und n=2,3,4,...

Man benutze die folgende Substitution, die zu einem Integral iiber eine rationale Funktion in ¢ fiihrt:

/ b dt" —b tnldt
t:"ax+ , T = ,  dz=n(ad — bc) ——
cx +d a— ct (a — ct™)?

Typ 4: [ R(z,Vaz? +bx+c)dz mit a#0

Durch geeignete Substitution bringe man das Integral auf eine der drei Formen:
(a) [ R(z,v1—2?)dx (b) [ R(z, V14 2?)dz (¢) [R(z,Va? —1)dz

ad (a): Man benutze die Substitution 2 = sin(t) mit dz = cos(t) dt. Das fiihrt zu einem Integral vom Typ 2.
ad (b): In diesem Fall funktioniert die Substitution x = sinh(¢) mit da = cosh(t) dt. So erhélt man ein Integral vom Typ 1.
ad (c): Unter Verwendung der Substitution & = cosh(¢) und dz = sinh(¢) d¢ erhélt man ein Integral vom Typ 1.

Partialbruchzerlegung: [ ggi; dz

Der Grad des Polynoms P(z) sei echt kleiner als der von Q(z) (andernfalls bringt eine Polynomdivision das Gewiinschte).
Im ersten Schritt zerlegt man den Nenner Q(z) in (x —a1)" ... (x —an)"" - (2% +b)" - ... (22 + by )*™ mit a; € R und
b; > 0. Im néchsten Schritt bestimmt man die Partialbruchzerlegung:

P(x) _ Arx A2 n Ay, + An I An o, "
Q) (@—a)  (z-—a)*>  (z-—a)r (@—an)t (z—an)
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Nach Ausmultiplizieren kann man mit Koeffizientenvergleich die Konstanten A;; und By, Ck,; bestimmen. Die einzelnen
Summanden kann man mehr oder weniger elementar integrieren (n > 1):

d d 1=n b
i 2 / or+ de =2 In(z? + 1) + barctan(x)

am 1—n 2 +1 2
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