Einfiihrung in die Mathematische Optimierung

Rainer E. Burkard
Technische Universitidt Graz
Institut fiir Mathematik
Steyrergasse 30
A-8010 Graz, Austria
burkard@opt.math.tu-graz.ac.at






Inhaltsverzeichnis

1 Optimierungsmodelle 5
1.1 Einleitung . . . . . . . . L e )
1.2 Optimierungsmodelle . . . . . . . . .. . 6

1.2.1 Produktionsmodelle . . . . .. .. ... ... L 6
1.2.2  Mischungsprobleme . . . . . .. .. ... L L 7
1.2.3 Das Erndhrungsmodell von Stigler . . . . . .. ... ... ... ... 8
1.2.4 Transportprobleme . . . . . . . . ... 8
1.2.5 Fliisse in Netzwerken . . . . . . . . . . .. ... L 9
1.2.6  Nichtlineare Optimierungsaufgaben . . . . . . . .. . ... ... ... ... 10
1.2.7 Ganzzahlige Optimierungsaufgaben . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 10
1.2.8 Vom Modell zur Losung . . . . . . . . ... o 11

2 Graphische Darstellung von Optimierungsproblemen in zwei Variablen 13

3 Der Hauptsatz der linearen Optimierung 19

4 Das Simplexverfahren 25

5 Die Bestimmung einer zulissigen Ausgangslosung 35
5.1 Zweiphasenmethode von Dantzig . . . . . . . . . .. .. ... 0. 35
5.2 Die M-Methode . . . . . . . . . . . . e 38

6 Kreisen des Simplexverfahrens 41

7 Spaltenauswahlregeln 49

8 Die Behandlung von Gleichungen, beschrinkten Variablen und nicht vorzei-
chenbeschrinkten Variablen im Simplexverfahren 53
8.1 Die Behandlung von Gleichungen . . . . . . ... ... .. ... .. 53
8.2 Beschrinkte Variable . . . . . . . .. L Lo o 55
8.3 Die Behandlung von Variablen ohne Vorzeichenbeschrankung . . . . .. .. ... 58
8.4 Fine Anwendung: Lineares Ausgleichsproblem . . . . . .. .. .. ... ... ... 61

9 Simplexinterpretation des Simplexverfahrens 65

10 Das revidierte Simplexverfahren 69



11 Das Simplexverfahren mit LU-Zerlegung

12 Duale lineare Programme

13 Eine Anwendung der Dualitidtstheorie: Der Hauptsatz der Spieltheorie.

14 Trennungssitze fiir konvexe Mengen
15 Alternativsitze und der Beweis des Dualitéitssatzes
16 Das duale Simplexverfahren

17 Komplexitit der linearen Optimierung

17.1 Komplexitdt des Simplexverfahrens . . . . . . . .. .. .. ... ...
17.2 Ellipsoidverfahren . . . . . . .. . ...

18 Innere Punkte Verfahren: Theorie

18.1 Grundidee zu inneren Punkteverfahren . . . . . . . . . . .. .. .. ... ...
18.2 Selbstduale lineare Programme . . . . . . . ... ... ... 0L
18.3 Endlichkeit des Inneren Punkteverfahrens . . . . . . . . . . .. ... ... ..

19 Innere Punkte Verfahren: Algorithmen

19.1 Ein generischer Algorithmus . . . . . . . . .. . ... ... L.

20 Ganzzahligkeit der Losungen linearer Programme
21 Transportprobleme

22 Maximale Fliisse in Netzwerken

22.1 Ein polynomialer max-Flufl Algorithmus . . . . . . .. .. .. ... ... ..

23 Rucksackprobleme

23.1 Das Rucksackproblem . . . . . . .. . . ... ...

23.2 Ein dynamisches Optimierungsverfahren fiir das binére Rucksackproblem

23.3 Ein Branch-and-Bound Verfahren fiir das binéire Rucksackproblem . . . . ..

24 Konvexe Programme und Kuhn-Tucker Sitze

24.1 Konvexe Funktionen . . . . ... ... ... .. L oL
24.2 Kuhn-Tucker Bedingungen . . . . . . . .. . ... .. .. L.

25 Quadratische Optimierungsprobleme
26 Darstellungssiitze fiir konvexe polyedrische Mengen

27 Parametrische lineare Programme

27.1 Lineare Parameter in der Zielfunktion . . . . . . . . . . . . ... ... ....
27.2 Lineare Parameter im Begrenzungsvektor . . . . . . .. .. .. ... ... ..

28 Sensitivitidtsanalyse

Optimierungsmodelle

77

85

91

95

99

105

111
111
111

119
119
121
127

131
131

135

141

157
161

163
163

. 165

167

169
169
171

177

183

187
187
192

195



Kapitel 1

Optimierungsmodelle

1.1 Einleitung

Die Bestimmung des gréfiten oder kleinsten Wertes einer Funktion zéhlt zu den Grundaufgaben
der Mathematik. Zu derem klassischen Bestand gehoren Sétze {iber die Existenz vom Maximum
und Minimum einer stetigen Funktion definiert auf einer kompakten Menge. Mit Hilfe der Dif-
ferenzialrechnung kann man Extrema differenzierbarer Funktionen berechnen, und die Theorie
der Lagrange’schen Multiplikatoren gestattet es, Nebenbedingungen in Form von Gleichungen
bei der Extremwertbestimmung mitzuberiicksichtigen.

Relativ spdt wurden jedoch Extremwertaufgaben mit Ungleichungen als Nebenbedingungen
betrachtet. Die Untersuchung und Losung von Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen in
Form von Ungleichungen z&hlt zum Kernstiick der Mathematischen Optimierung. Abgesehen
von einigen sporadischen Publikationen (wie z.B. der Bestimmung kiirzester spannender Biume
durch Boruvka [6]), nahm die Mathematische Optimierung ihren Ausgangspunkt in Arbeiten
russischer und amerikanischer Wissenschaftler in den vierziger Jahren des 20.Jahrhunderts. Sie
hat, stimuliert durch den Einsatz effizienter elektronischer Rechenanlagen, seither eine stiirmi-
sche Entwicklung genommen. Moderne Optimierungsverfahren kénnen Probleme mit vielen Tau-
senden von Variablen und Nebenbedingungen 16sen. Zur rasanten Entwicklung dieses Gebietes
hat auch beigetragen, dass mathematische Optimierungsmodelle in Bereichen unseres Lebens
einsetzbar sind, die zuvor keine mathematische Behandlung erfuhren, wie etwa die Wirtschafts-
wissenschaften. Interessante neue theoretische Fragen befruchteten ebenfalls dieses Gebiet. So
fithrte die Frage nach der Laufzeit des Simplexverfahrens fiir lineare Optimierungsprobleme zur
Entdeckung von Ellipsoid- und Inneren Punkteverfahren. Wiahrend die Ellipsoidverfahren vor
allem von theoretischer Bedeutung sind, haben sich Innere Punkteverfahren zu einem wichtigen
Werkzeug zur Losung von linearen Optimierungsaufgaben entwickelt.

Im Jahre 1939 erschien eine grundlegende Studie des russischen Mathematikers und spéteren
Nobelpreistriagers L. V. Kantorowicz [29] iiber mathematische Methoden bei der Organisation
und Planung von Produktionsprozessen, in der Kantorowicz aufzeigt, dass sich viele Produkti-
onsprobleme mathematisch in einheitlicher Weise formulieren lassen. Ferner zeigte Kantorowicz,
dass sich die mathematischen Modelle einer numerischen Behandlung zugénglich erweisen. Un-
abhéngig von Kantorowicz untersuchte zwei Jahre spéter Hitchcock [26] Transportprobleme,
bei denen die Kosten zum Versand von Waren von mehreren Fabriken an mehrere Abnehmer
minimiert werden sollten. Stigler [45] betrachtete 1945 ein Ernihrungsmodell, in dem jene Nah-
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6 Optimierungsmodelle

rungsmittel gefunden werden sollten, die einerseits die notwendigen Stoffe fiir ein gesundes Leben
gewahrleisten und andererseits méglichst wenig Kosten verursachen. Eine kurze Diskussion des
Stigler’schen Ernidhrungsmodells findet sich in Abschnitt 1.2.3. Derartige Modelle haben auch
heute noch eine gewisse Bedeutung fiir die Tierhaltung bzw. Diingung. Aber erst 1947 gelang
es G. B. Dantzig, ein wirkungsvolles Rechenverfahren fiir all diese Probleme anzugeben, das
heute unter dem Namen Simplexzverfahren weltweit zu den Standardverfahren der Angewandten
Mathematik zahlt.

Standen infolge des zweiten Weltkrieges anfangs militdrische Anwendungen, und damit im
Zusammenhang stehende Probleme im Vordergrund, so werden heute lineare Optimierungsauf-
gaben in vielen Bereichen von Industrie und Wirtschaft angewandt. Im folgenden Abschnitt
wollen wir einige Optimierungsmodelle kennenlernen.

1.2 Optimierungsmodelle

1.2.1 Produktionsmodelle

Ein Betrieb kann n (n > 1) verschiedene Giiter erzeugen. Der Gewinn, der beim Verkauf einer
Einheit des j-ten Produktes erzielt wird, sei ¢; €. Die Produktion kann nicht beliebig ausgeweitet
werden, da Arbeitskrifte, Arbeitsmittel und Rohstoffe nur in beschranktem Mafle zur Verfiigung
stehen. Wieviel soll von jedem einzelnen Produkt erzeugt werden, damit der Gesamtgewinn
maximal wird?

Bezeichnen wir mit z; die vom j-ten Produkt erzeugte Menge. Die Gewinnmaximierung
fithrt auf die Maximierung einer Linearform, der sogenannten Zielfunktion

c1x1 + cox9 + -+ cnn (1.1)
unter den Nebenbedingungen oder Restriktionen
ai1r1 + apxa + ...+ ainxy, < by (1 <i<m) (1.2)
und den Vorzeichenbedingungen
21 >0, 29 >0,...,2, > 0. (1.3)

Jede einzelne der m Ungleichungen beschreibt eine Kapazitiatsbeschrinkung. Die Vorzeichen-
bedingungen (1.3) besagen, dafl die vom j-ten Produkt hergestellte Menge nicht negativ ist. Ein
Problem, in dem eine lineare Funktion maximiert oder minimiert werden soll unter linearen
Gleichungen und Ungleichungen als Nebenbedingungen, bezeichnet man als lineare Optimie-
rungsaufgabe oder als lineares Programm.

Beispiel 1.1 Eine Firma stellt vier verschiedene Lacksorten Lq,Ls, L3 und L4 her. Der
Gewinn pro kg betragt 1.50 € bei L1, 1.— € bei Lo, 2.— € bei L3 und 1.40 € bei Ly4.
Verfahrensbedingt kénnen pro Tag von den Lacksorten L; und Lo zusammen hochstens 1300
kg und von den Lacksorten L, Ls und L4 zusammen hochstens 2000 kg hergestellt werden. Die
Mindestproduktion von L3 soll 800 kg betragen. Von L4 weifl man, dass pro Tag nicht mehr als
500 kg bendtigt werden. Wieviel kg soll die Firma pro Tag von jeder Lacksorte herstellen, um
einen moglichst groflen Gewinn zu erzielen?



FEin mathematisches Modell fiir dieses Problem sieht folgenderweise aus. Bezeichnen wir die
gesuchten Lackmengen mit z1,x2,z3 und z4. Die GroBlen z; (j = 1,2,3,4) sollen so gewihlt
werden, dass der Gewinn

z=1.5x1 + 1ag + 223 + 1.4x4

moglichst grofl wird unter den Nebenbedingungen

r1+x2 < 1300

1 +x3+x4 < 2000
r3 > 800

zge < 500

Da die erzeugten Lackmengen nicht negativ sein kénnen, fordert man ferner

;>0 (j=1,2,3,4).

1.2.2 Mischungsprobleme

Soll durch Mischung aus mehreren Grundstoffen méglichst billig ein neuer Stoff hergestellt wer-
den, so kann man die dazu bendtigten Anteile der Grundstoffe iiber eine lineare Optimierungs-
aufgabe ermitteln. Dies soll an einem einfachen Beispiel verdeutlicht werden:

Eine Metalllegierung soll b% Blei enthalten. Als Ausgangslegierungen stehen zur Verfiigung:

Legierung ‘ i Ly Ls ... L,
Pb-Gehalt in % | a1 a2 a3 ... ay
Kosten pro kg cT ¢y €3 ... Cp

Welche Legierungen L; (1 < j < n) sollen in welchem Verhéltnis gemischt werden, damit die
Kosten fiir die neue Legierung moglichst klein werden?

Das mathematische Modell zu diesem Mischungsproblem lautet folgenderweise: Wir bezeich-
nen mit z; den Anteil pro Einheit, mit dem die Legierung L; in der gesuchten Legierung enthalten
ist. Damit erhélt man die zwei Restriktionen

a1z +asxo + - +apr, = b
r+ w2+ 4+ z,, = L

Die erste dieser Nebenbedingungen gewihrleistet den richtigen Bleigehalt der neuen Legie-
rung, die zweite Restriktion besagt, dass sich alle Anteile auf 1 aufsummieren miissen. Fiir die
Variablen x; gelten natiirlich die Vorzeichenbedingungen

ijO (j:1,2,...,n).

Die Zielfunktion lautet

Minimiere z = cjx1 + cox2+ ...+ cpy,.
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1.2.3 Das Ernidhrungsmodell von Stigler

Stigler behandelte das Problem, die Kosten fiir die Erndhrung eines durchschnittlichen Mannes
unter Gewdahrleistung seines téglichen Bedarfs an Kalorien und Néhrstoffen zu minimieren. Er
betrachtete in seiner Studie 77 Lebensmittel und bezog ihre Kosten in US$ auf das Jahr 1939.
Fiir jedes Lebensmittel betrachtete er dessen Kalorien sowie seinen Gehalt an Eiweif}, Kalzium,
Eisen, und an den Vitaminen A, Bj, Bg, C und Nikotinsidureamid (Niacin). Die folgende Néhr-
wertliste gibt diese Werte fiir 10 Nahrungsmittel an, wobei die jeweilige Mengeneinheit fiir die
Nahrungsmittel so gewéhlt wurde, dass sie genau 1.- $ kostet.

Nahrstoff Kalorien Eiweil Ca  Fe Vit.A Vit.By Vit.B, Niacin Vit.C
MafBeinheit kcal g g mg E mg mg mg mg

Weizenmehl 44.7 1411 2.0 365 - 55.4 33.3 441 -
Maismehl 36.0 897 1.7 99 30.9 17.4 7.9 106 —
Kondensmilch 8.4 422 15.1 9 26.0 3.0 23.5 11 60
Erdnu3butter 15.7 661 1.0 48 - 9.6 8.1 471 -
Schweinefett 41.7 - — — 0.2 0.5 5 —
Rinderleber 2.2 333 0.2 139 169.2 6.4 50.8 316 525
Kohl 2.6 125 4.0 36 7.2 9.0 4.5 26 5369
Kartoffeln 14.3 336 1.8 118 6.7 29.4 7.1 198 2522
Spinat 1.1 106 — 138 9184 5.7 13.8 33 2755
Weifle Bohnen 29.6 1691 114 792 - 38.4 24.6 217 -
Durchschnittsbedarf 3000 70 0.8 12 5000 1.8 2.7 18 75

Der Durchschnittsbedarf bezieht sich auf einen 70 kg schweren, méflig aktiven Mann. Auf-
grund der oben vorgenommenen Normierung der Gewichtsmengen der einzelnen Nahrungsmittel
kann man das Problem losen, indem man die Summe der Variablen (= Anteil des jeweiligen Nah-
rungsmittels in der Kost) minimiert.

Durch plausibles Schlieflen war es Stigler moglich, eine Kost herauszufinden, die nur $ 39.93
pro Jahr kostete, also weniger als 11 Cents pro Tag. Diese Kost bestand aus Weizenmehl, Kon-
densmilch, Kohl, Spinat und Weissen Bohnen. Ersetzt man die Kondensmilch durch Rinderleber,
so erhélt man eine Optimallésung mit Jahreskosten von $ 36.64. Es ist interessant festzuhalten,
dass in jeder Optimallosung dieses Problems nur die oben angefiihrten 10 Lebensmittel auftre-
ten. Man konnte sich also schon im vornherein auf sie beschrinken. Fiir eine genauere Diskussion
des Modells sei auf Dantzig [14] verwiesen.

Ahnliche Modelle wie das oben angefiihrte werden heute in der Viehhaltung verwendet.

1.2.4 Transportprobleme

Das Problem, Waren von den Erzeugern auf die billigste Weise an die Abnehmer zu senden, so
dass die ganze Produktion versandt wird und der Bedarf der Abnehmer gedeckt wird, bezeichnet
man als Transportproblem. Nehmen wir dazu an, in m Fabriken werden jeweils die Warenmengen
a; (1 < i < m) erzeugt. Diese Waren sollen an n Abnehmer, die jeweils die Warenmenge
bj (1 < j < n) benétigen, so versandt werden, dass die Gesamttransportkosten minimal werden.
Man kann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass

m n
E a; = E bj
=1 7=1



gilt. Bezeichnen wir mit ¢;; die Transportkosten pro Wareneinheit von Fabrik ¢ zum Abnehmer
J, so lautet das zugehorige Modell, in dem mit z;; die tatséchlich von ¢ nach j versandte Menge
bezeichnet:

m n
Minimiere E E CijTij

i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen
n
Zl’ij = a; (IS’LSm)
j=1

m
Yoz = b (1<j<n)
i=1

Knodel [34] behandelte 1960 das Problem, einen optimalen Transportplan fiir den Versand
von Zucker aufzustellen, der in 7 Fabriken in Osterreich erzeugt wurde und an rund 300 Ab-
nehmer geliefert werden sollte. Innerhalb kiirzester Zeit amortisierten sich die Kosten fiir die
Berechnung einer Optimallésung dieses Problems.

Ist m=nund a; =b; = 1fiiralle 1 <¢ <m,1 < j <mn, so geht das Transportproblem in
ein Zuordnungsproblem iiber. Zuordnungsprobleme spielen etwa in der Personaleinsatzplanung
eine Rolle.

1.2.5 Fliisse in Netzwerken

Ein Netzwerk besteht aus Knoten, die durch gerichtete Kanten miteinander verbunden sind.
Jede Kante habe eine positive Kapazitit. Zwei der Knoten des Netzwerkes sind ausgezeichnet,
eine Quelle s und eine Senke t. Ein Fluss von s nach t ordnet jeder Kante eine nichtnegative
Zahl, den Flusswert zu, wobei die folgenden beiden Restriktionen erfiillt sein miissen:

(A) Kapazititsrestriktionen:
Auf jeder Kante muf$ der Flusswert grofer/gleich 0 und kleiner/gleich der Kantenkapazitit sein.

(B) Flusserhaltungsgleichungen:
In jedem Knoten # s,t ist die Summe der ankommenden Flusswerte gleich der Summe der
abgehenden Flusswerte.

Gesucht wird ein maximaler Fluss, d.h. ein Fluss, bei dem die Summe auf den von der Quelle
s ausgehenden (und in die Senke ¢ einmiindenden) Kanten maximal ist. Dadurch kann etwa eine
Frage der folgenden Art beantwortet werden:

Wieviele Telefongespréche lassen sich gleichzeitig von s nach t fiihren?

Sind zusétzlich Kosten auf den Kanten gegeben, kann man einen maximalen Fluss mit minimalen
Kosten suchen. Die Transportprobleme des vorigen Abschnittes lassen sich etwa in dieser Weise
modellieren.
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1.2.6 Nichtlineare Optimierungsaufgaben

Die bisher erwihnten Probleme fithren stets auf eine lineare Zielfunktion, die unter linearen
Nebenbedingungen (Gleichungen und Ungleichungen) zu maximieren oder zu minimieren ist. In
manchen Anwendungen ist es aber notwendig, von der Linearitdt der Funktionen abzugehen.
Dies fithrt auf sogenannte nichtlineare Optimierungsaufgaben. Bei nichtlinearen Optimierungs-
aufgaben spielen neue Phinomene eine Rolle. So kénnen etwa mehrere lokale Extrema auftreten.
Sind allerdings alle involvierten Funktionen konvex, d.h. wird eine konvexe Zielfunktion F(x)
minimiert unter den Restriktionen

filr) <0 (1 <i<m),

wobei alle Funktionen f;(x) konvex sind, dann liegt eine sogenannte konvexe Optimierungsauf-
gabe vor, von der man zeigen kann, dass jedes lokale Minimum auch eine globale Minimallésung
ist.

1.2.7 Ganzzahlige Optimierungsaufgaben

In vielen Anwendungen konnen die Variablen nur ganzzahlige Werte annehmen. Dies ist etwa
der Fall, wenn sie eine Stiickanzahl oder eine logische Entscheidung beschreiben. Eine typische
ganzzahlige Optimierungsaufgabe ist zum Beispiel das folgende Standortproblem.

Nichtkapazitiertes Standortproblem In einer grofien Firma kénnen m neue Produk-
tionsstatten Fi, Fh, ..., F,, errichtet werden, die n Kunden Ki, Ks, ..., K,, beliefern sollen. Die
Errichtungskosten fiir die Produktionsstatte F;, 1 <4 < m, betragen ¢; €. Wird der Bedarf des
Kunden Kj;, 1 < j < n, von Fabrik F; gedeckt, so fallen die Transportkostem d;; € an. Welche
der Produktionsstitten sollen errichtet werden und wer beliefert welchen Kunden, so dass die
gesamten Errichtungs- und Transportkosten minimal werden?

Um dieses Problem zu modellieren, fithren wir bindre Variable y;, 1 < ¢ < m, und x;;,
1<i<m, 1 <j<n,ein. Dabei ist y; = 1, wenn die i-te Fabrik errichtet wird. Andernfalls ist
y; = 0. Wird der Kunde K; von Fabrik F; aus beliefert, so ist x;; = 1, anderenfalls ist x;; = 0.
Die Minimierung der Gesamtkosten fiihrt auf

m m n
Minimiere E CY; + E E dij Tij
=1

i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen
m
inj =1, I1<j<mn,
i=1
yi — iy >0, 1<i<m, 1<j<n,

Yi 6{0,1}, 1<1<m,
Tij E{O)l}v I1<i<m, 1<j5<n.

Die erste der Nebenbedingungen garantiert, dass jeder Kunde mindestens die benttigte Wa-
renmenge erhélt. Die zweite Bedingung garantiert, dass ein Kunde nur dann von der Produkti-
onsstatte F; beliefert wird, wenn diese auch errichtet wird.
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Fine andere wichtige ganzzahlige Optimierungsaufgabe ist das sogenannte Rucksackpro-
blem: Ein Bergsteiger mochte auf einer Wanderung hochstens einen b kp schweren Rucksack
tragen. Er muss verschiedene Dinge wie Nahrung, Ausriistung, Kleidung mitnehmen. Von jedem
Gegenstand j steht sein Gewicht a; fest, sowie der ideeller Wert c¢;, den dieser Gegenstand fiir
den Wanderer hat. Welche Gegenstinde nimmt nun der Wanderer mit, dass der ideelle Wert
maximal, aber das Hochstgewicht nicht iiberschritten wird?

Setzen wir x; = 1, falls der j-te Gegenstand mitgenommen wird, und andernfalls z; = 0, so
lautet das zugehorige Modell:

n
Maximiere g CjTj
j=1
unter den Nebenbedingungen

n
Z ajxj S b
j=1

zj € {0,1} (1<j5<n).

Will man eine Erbschaft in einem Wertpapierdepot anlegen, so erhilt man ein analoges
Problem. Zum Kauf von Wertpapieren stehen b € zur Verfiigung. Das Wertpapier j habe die
Rendite ¢; und einen Kaufpreis von a; € pro Stiick. Die Variablen x; geben nun die Stiickzahl
der zu kaufenden Wertpapiere an. Dabei kann auch eine obere Schranke fiir die Stiickzahl des
Wertpapiers j vorgegeben sein. Die Stiickzahl soll so bestimmt werden, dass der Gesamtgewinn
maximiert wird.

1.2.8 Vom Modell zur Losung

Die Losung einer Optimierungsaufgabe aus der Praxis ist ein vielschichtiger Prozess. Zunéchst
wird man versuchen, eine mathematische Formulierung fiir das vorliegende Problem zu finden.
Dabei wird man zu beriicksichtigen haben, dass lineare Nebenbedingungen und reelle Variable
wesentlich leichter handzuhaben sind als nichtlineare Nebenbedingungen oder Variable, die nur
diskrete Werte annehmen konnen. Die Gewinnung aussagekréftiger Daten stellt meist ebenfalls
ein grofles praktisches Problem dar. Dann muss ein geeignetes Losungsverfahren ausgewihlt
werden. Die damit gewonnene Losung muss dann im Licht der Daten und der Aufgabenstellung
interpretiert werden. Meist schlieit sich in der Praxis ein weiterer Schritt an, in dem das Modell
variiert wird, um zusétzliche Gesichtspunkte zu beriicksichtigen oder noch mehr Information
iiber die Optimallésungen zu erhalten.
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Graphische Darstellung



Kapitel 2

Graphische Darstellung von
Optimierungsproblemen in zwei
Variablen

An graphischen Darstellungen kénnen fast alle wesentlichen Ziige von Optimierungsaufgaben
abgelesen werden. Daher kénnen sie gut zur Erlduterung der wesentlichen Phinomene in der
Optimierung herangezogen werden. Da man sich bei graphischen Darstellungen auf 2 Variablen
beschrankt und Optimierungsaufgaben in der Praxis in den allermeisten Féllen sehr viele Varia-
ble haben, sind graphische Darstellungen zur Lisung von Optimierungsaufgaben im Allgemeinen
nicht geeignet.

Gegeben sei das folgende lineare Programm (LP):

Maximiere die Zielfunktion c1x1 + caxa unter den
Nebenbedingungen (Restriktionen) aj121 + aj2xe < by
a2121 + azxs < by

Am121 + amaxa < by,
x1 >0, 22 > 0.

Die Menge M der Paare (x1,x2), die die Restriktionen erfiillen, heifit Menge der zuldssigen
Punkte.
Zur graphischen Losung dieses linearen Programms sind folgende Uberlegungen notwendig:

e Die Menge aller Punkte (z1,x3), die die Ungleichung
a1x1 + asre < b (|CL1‘ + ‘a2’ > 0)

erfiillen, bilden eine abgeschlossene Halbebene, die von der Geraden aijxi; + asxs = b
begrenzt wird.

e Die Menge aller Punkte (z1,x2), die zwei Ungleichungen

anz + agizg < by (Jair| + |aiz] > 0)

13



14 Graphische Darstellung
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Leerer Durchschnitt Halbebene M

» » 3
T1 T1 Kegel \ 1

Abbildung 2.1: Mégliche Fille fiir den Durchschnitt zweier Halbebenen

X9 )
M M
L
L
X

* > T t _T1
Die Menge der zuldssigen Punkte Die Menge der zuldssigen Punkte bildet
bildet ein konvexes Polyeder eine unbeschrankte polyedrische Menge

Abbildung 2.2: Menge der zuléssigen Punkte einer linearen Optimierungsaufgabe in zwei Varia-
blen. Im linken Bild bildet M ein konvexes Polyeder, wihrend im rechten Bild die Menge der
zuldssigen Punkte eine unbeschréinkte polyedrische Menge bildet.

a2121 + agexe < by (lagi| + |agz| > 0)

erfiillt, entspricht dem Durchschnitt zweier Halbebenen. Dieser kann leer sein, oder er
ist eine konvexe polyedrische Menge, d.h. eine konvexe! Menge, die durch endlich viele
Geraden begrenzt wird (vgl. Abbildung 2.1).

e Die Menge aller Punkte (x1,x2), die m Ungleichungen und den Vorzeichenbedingungen
geniigen, ist daher entweder leer oder eine konvexe polyedrische Menge. Ist diese Menge
nicht leer und beschrénkt, so bezeichnet man sie auch als konvexes Polyeder (vgl. Abbil-
dung 2.2).

e Deutung der Zielfunktion: Durch

c1z1 + care = 2 (le1] + |ea] > 0)

'Eine Menge M heifit konvez, wenn sie mit zwei Punkten A und B auch alle Punkte deren Verbindungsstrecke
A+ (1 =X)B (0 <X <1) enthilt.
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$2 A ':U2 A

11 + coxg = 2% kein endliches
Mazximum

1

C121 + CaTo = 0 C1T1 + Coxo = 0

Abbildung 2.3: Graphische Losung linearer Optimierungsaufgaben. Die Zielfunktion ist durch
z = c1x1 + cox2 gegeben. Wéhrend im linken Bild die Zielfunktion eine endliche Optimallésung
(OL) annimmt, kann sie im rechten Bild beliebig grole Werte erreichen.

wird eine Schar paralleler Geraden beschrieben. Dabei misst z (bis auf einen Normierungs-
faktor) den Abstand der Geraden vom Ursprung.

Zur graphischen Losung der gegebenen linearen Optimierungsaufgabe wird die Gerade ¢+
coxre = 0 so lange parallel verschoben, bis z maximal/minimal wird und (x1,x2) noch zuléssig
ist. Ist die Menge M der zulédssigen Punkte nicht beschriankt, so muss das LP keine endliche
Optimallosung besitzen (vgl. Abbildung 2.3).

Auch nichtlineare und diskrete Optimierungsaufgaben in zwei Variablen konnen in analoger
Weise graphisch gelost werden. Dabei treten zum Teil neue Phénomene auf: bei konvexen Opti-
mierungsaufgaben (vgl. Abbildung 2.4), muss das Optimum nicht mehr am Rand des zuléssigen
Bereichs liegen. Bei nichtkonvexen Optimierungsaufgaben (vgl. Abbildung 2.5) treten lokale
Optima auf.

Bei ganzzahligen Optimierungsaufgaben sind nur Gitterpunkte in der Ebene zuléssig (vgl.
Abbildung 2.6). Konstruiert man deren konvexe Hiille, so konnen ganzzahlige Programme auf-
grund des Hauptsatzes der linearen Optimierung (vgl. Abschnitt 3) auf lineare Programme
zuriickgefithrt werden. Ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion der konvexen Hiille von Git-
terpunkten im R" ist jedoch nicht bekannt. Daher ist diese Losungsmoglichkeit nur in der Ebene
und im Raum moglich.

Da lineare, nichtlineare und ganzzahlige Optimierungsprobleme bei Lésung durch graphische
Verfahren denselben Schwierigkeitsgrad haben, muss darauf hingewiesen werden, dass dies im
allgemeinen nicht gilt. Mehrdimensionale nichtlineare Probleme sind nur mit einem grofien nu-
merischen Aufwand l6sbar. Ebenso kann die Losung ganzzahliger Probleme bereits in wenigen
Variablen auf grofle Schwierigkeiten fiihren.
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1

Abbildung 2.4: Konvexe Optimierungsaufgabe

T2

z = const

Globale Losung

Lokales Extremum

1

Abbildung 2.5: Nichtkonvexe Optimierungsaufgabe



T2,

z = const

p—o— 9o —0- 90— -0 -0

- —0— 0 —0—0— -0 —0— -0

3

—

Abbildung 2.6: Lineares ganzzahliges Programm

17
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Kapitel 3

Der Hauptsatz der linearen
Optimierung

Anhand graphisch geloster Beispiele kann man erkennen, dass unter den Optimalldsungen eines
linearen Programms sich stets eine Fcke des zuldssigen polyedrischen Bereichs befindet. Wir
wollen nun zeigen, dass dies ganz allgemein gilt.

Gegeben sei ein lineares Programm in folgender Form:
Maximiere 121 + cxo 4 ...+ cpp

unter a1121 + a2 + ... + a1pxy < by
a1 %1 + a2 + ... + agpxy < by

(P)
Am121 + ama®2 + ...+ A Tn < by,
Tl 20, .1:220, ceey .Z'nZO.
Zur Abkiirzung fassen wir die Koeffizienten c1, ..., ¢, zum Vektor ¢, die Koeffizienten a;; zur
Matrix
ail AT )
A=
aml1 .. Amn

und die Grofen b; (1 < i < m) zum Vektor b zusammen. Ferner fassen wir auch die Variablen x;
(1 <j <mn) zu einem Vektor x zusammen. Das Skalarprodukt der Vektoren ¢ und = bezeichnen
wir mit

c’xzclx1+...+cnmn.

Dann gilt:

Lemma 3.1 Jedes lineare Programm (P) ldsst sich in der folgenden Normalform schreiben:

(P) Mazximiere c'x unter den Restriktionen
Az <b
x>0

19



20 Hauptsatz der linearen Optimierung

Dabei gelten die Ungleichheitszeichen komponentenweise.

Man kann nun leicht zeigen, dass (P) die allgemeinste Form eines linearen Programms ist,
denn:

e Die Minimierung von ¢ 'z entspricht der Maximierung von (—c) 'z.

e Eine Restriktion der Form a 'z > b wird durch Multiplikation mit —1 iibergefiihrt in
(—a) 'z < (=D).

e Eine Gleichung als Restriktion kann in zwei Ungleichungen aufgespalten werden:
a'r=bs a'z<b & a'z<b
N a't>b (—a) 'z < (—D).

Fine andere Moglichkeit besteht darin, mit Hilfe der Gleichung eine Variable durch die
anderen auszudriicken und sie dann im ganzen Restriktionensystem zu eliminieren.

e Eine nicht vorzeichenbeschrankte Variable kann als Differenz zweier vorzeichenbeschrank-
ter Variablen dargestellt werden:

> 0.

Kl

2 nicht vorzeichenbeschrinkt < 2 =7 -, > 0,

Durch diese Transformationen kann jedes lineare Programm auf die Gestalt (P) gebracht werden.
|

Es seien a; (1 < i < m + n) die Zeilenvektoren des durch die Vorzeichenbedingungen erwei-
terten Restriktionssystems. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
fiir alle 4 stets a; # 0 gilt. In diesem Fall wird durch a; 'z < b; ein Halbraum beschrieben, der
durch die Hyperebene H; := {z|a; 'x = b;} begrenzt wird.

Im folgenden wollen wir annehmen, dass die Menge der zuldssigen Punkte stets in der Form
M ={z | Az < b,z > 0} gegeben ist. Somit ist M der Durchschnitt von n + m Halbrdumen.
Dieser Durchschnitt kann leer sein oder er ist als Durchschnitt konvexer Mengen wieder eine
konvexe Menge. Da M von Hyperebenen begrenzt wird, ist M eine polyedrische Menge. Damit
erhélt man:

Entweder ist M leer oder eine konveze, polyedrische Menge im R™.

Sei nun z° € R™. Wir definieren:

I(a%) = {il a;'a® = b} = {i| 2° € H;}
L("EO) = {l“ a; 'e = b;,1 € I(xo)} = m H;
i€l (x9)

d.h. I(2%) enthilt die Indizes jener Hyperebenen, auf denen z liegt. Ferner bezeichnen wir
mit |I(x)| die Anzahl der Elemente von I(z). Schneidet man die Hyperebenen H; , i € I(zV),
so erhilt man einen affinen Unterraum L(x°) des R™. Ist I(z%) = 0, so ist L(2°) der ganze
Raum, ist I(z°) = {i}, so ist L(z") = H;, ist I(z") = {i,j}, so ist L(z°) = H; N Hj. Die



21

T2,

Entartete
Ecke M

. zulassige
Ecke

Ry
—_

Abbildung 3.1: Zuldssige, entartete und (gewohnliche) Ecken

Dimension dim L(2°) von L(2°) ist die Dimension des zugehorigen linearen Unterraumes. Ist
also dim L(2°) = 0, so enthélt L(x°) nur den Punkt z°.

Diese Vorbemerkungen gestatten es nun, den Begriff einer Ecke beziiglich eines Restriktionen-
systems Az < b, x > 0 einzufiihren.

Definition 3.1 Ein Punkt 2° € R" heifit Ecke beziiglich Ax < b, x > 0, wenn dim L(2°) = 0
gilt. Ist 2° € M, so heifit 2V zuliissige Ecke oder Ecke von M. Liegt 2° auf mehr als n Hyperebenen
H;, so heifit 20 entartete Ecke.

Ein Punkt 20 ist also Ecke beziiglich Ax < b, x > 0, wenn dieser Punkt mindestens n der
vorgegebenen Restriktionen mit Gleichheit erfiillt — die Indizes dieser Restriktionen sind gerade
in der Menge I(2°) enthalten — und sich die Hyperebenen H; mit i € I(2°) in einem Punkt
schneiden, siehe Abbildung 3.1). Fiir lineare Programme mit zwei Variablen spielen entartete
Ecken keine Rolle. In solch einer Ecke ist eine der Restriktionen immer iiberfliissig und kann
weggelassen werden, ohne die Menge M der zuldissigen Punkte zu #ndern. Aber schon im R3
gilt dies nicht mehr. So ist etwa die Spitze einer vierseitigen Pyramide eine entartete Ecke, aber
keine der beteiligten Ebenen kann weggelassen werden, ohne dass M gedndert werden wiirde.
Es gilt nun:

Satz 3.2 Ist M # (), so gibt es mindestens eine zulissige Ecke von M.

Beweis: Es sei 2° € M. Falls dim L(z°) = 0 ist, so ist 2° eine Ecke. Andernfalls lege man in
L(2%) eine Gerade durch z° und schneide diese Gerade mit den Hyperebenen H;, i ¢ I(x°).
Wegen =z > 0 gibt es mindestens einen Schnittpunkt. Aufgrund der Konvexitdt von M ist
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Sy
—_

Abbildung 3.2: Zum Beweis von Satz 3.2

der Schnittpunkt ist auch zulissig, da 2° zulissig war. Dieser zuldissige Schnittpunkt sei z!.

Es gilt nun |I(2')| > |[I(2°)| und daher dim L(z') < dim L(2°). Ist dim L(2') = 0, so ist '
zuldssige Ecke, andernfalls wiederhole man das obige Verfahren. Auf diese Weise erhélt man
nach maximal n Schritten eine zuléssige Ecke von M. [ |

Abbildung 3.2 zeigt die Beweisidee an einem Beispiel in der Ebene.

Wiére M nicht in der Form M = {z | Az < b,z > 0} gegeben, so mufl M nicht notwendiger-
weise eine Ecke enthalten. Ist M etwa eine Halbebene, so héitte die Menge der zulédssigen Punkte
keine Ecke. Erst durch Einfithrung der Vorzeichenbedingungen wird die Existenz einer Ecke
gewdhrleistet. Nach Lemma 3.1 kann man aber stets erreichen, dass die Vorzeichenbedingungen
gelten.

Satz 3.3 Ist v € M keine Ecke von M, dann ist x innerer Punkt einer Strecke [a,b], die ganz
mn M liegt.

Beweis: Falls x keine Ecke ist, ist die Dimension von L(z) > 1. Man lege eine Gerade in L(x)
durch z und schneide die Gerade mit den Hyperebenen H;, i ¢ I(z). Nach Definition von
I(x) fallen die Schnittpunkte nicht in einem Punkt x zusammen. Auf diese Weise erhdlt man
aufgrund der Konvexitidt von M eine Strecke in M, die x als inneren Punkt enthilt. Falls M
unbeschrénkt ist, ist es auch moglich, dass es nur einen Schnittpunkt gibt. Der Punkt z liegt
dann im Inneren eines Halbstrahls. [ |
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Satz 3.4

e FEine affin-lineare Funktion co + x nimmt das Minimum und das Mazimum auf einer
Strecke in deren Endpunkten an.

o Auf einem Halbstrahl nimmt eine affin-lineare Funktion entweder thr Minimum oder ihr
Mazimum an. Dies liegt dann in dem einen Endpunkt des Halbstrahls.

Beweis: In Parametergestalt lésst sich eine Strecke darstellen durch
a® + Xa' mit A\g < A < \q1; d°,at e R™.
Auf dieser Strecke nimmt f(x) = ¢o + ¢z folgende Werte an:
co+(a® + Xa') = co + da’ + Aal = kg + Mk mit ko, k; € R.

Ist k&1 = 0, so ist f(z) konstant auf der Strecke. Ist k1 > 0, so wird das Maximum von f(x)
fir A = A\; angenommen, bei k1 < 0 fiir A = Ag. Auf einem Halbstrahl kann kg + Ak1, k1 > 0
beliebig grofl werden. ]

Satz 3.5 (Hauptsatz der linearen Optimierung)
Nimmt eine affin-lineare Funktion f(x) auf M das Mazimum oder Minimum an, so auch in
einer zuldssigen Ecke.

Beweis: Es sei & € M ein Punkt, in dem f(z) maximal ist. Nach Satz 3.3 ist  entweder eine
Ecke, oder es gibt ein abgeschlossenes Intervall [a,b] in M, das Z in seinem Inneren enthilt.
Nach Satz 3.4 folgt 0.B.d.A. f(a) > f(z), und da a € M folgt f(a) = f(Z). Da die Strecke [a, b]
in M N L(z) beliebig gew#hlt werden kann, ist f(z) konstant auf L(Z). Nach Satz 3.2 enthélt
L(Z) mindestens eine zuldssige Ecke von M, die dann ebenfalls optimal ist. ]

Aufgrund von Satz 3.5 braucht man nicht alle z € M auf Optimalitdt hin zu iiberpriifen,
sondern man kann sich auf die Ecken von M beschrinken. Und davon gibt es nur endlich viele,
wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.6 Ist M # (), so hat M endlich viele Ecken.

Beweis: Jede Ecke ist Schnitt von mindestens n Hyperebenen. Aus den gegebenen n + m
Hyperebenen, die den Restriktionen entsprechen, lassen sich aber nur endlich viele verschiedene
n-Tupel von Hyperebenen auswéhlen. [ |

Sind zunéchst alle zulassigen Punkte der Menge M Anwérter auf die Optimallosung, so zeigen
die Sédtze 3.5 und 3.6, dass man sich bei der Suche nach der Optimallésung auf eine endliche
Kandidatenmenge beschrénken kann. Die Struktur der Menge M wird spéter im Zusammenhang
mit Dekompositionsverfahren noch genauer untersucht. Die Uberlegungen dieses Abschnitts sind
die Grundlage fiir das Simplexverfahren, das im néchsten Abschnitt dargestellt wird.
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Kapitel 4

Das Simplexverfahren

Das von Dantzig entwickelte Simplexverfahren zur Losung linearer Programme lésst sich geo-
metrisch folgenderweise beschreiben.

Gegeben sei ein lineares Programm in der Form (P) max{cz | Az < b,x > 0}. Man fiihre
folgende Schritte durch:

1. Man beginne in einer zuléssigen Ecke.

2. Gibt es, ausgehend von dieser Ecke, eine Kante, entlang der die Zielfunktion wéchst?
Ist dies nicht der Fall, dann ist die Ecke optimal. Stop.
Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Man wihle eine Kante, entlang der die Zielfunktion zunimmt.

4. Ist diese Kante ein Halbstrahl in M, so gibt es keine endliche Losung. Stop.
Andernfalls gehe man zu Schritt 5.

5. Man bestimme die néchstliegende Ecke auf dieser Kante und gehe zu Schritt 2.

Die Bestimmung einer zuldssigen Ausgangsecke erfordert i.a. die Losung eines Hilfsproblems.
Dabei zeigt sich eventuell, dass M = () ist (vgl. Kapitel 5). Durch einen Optimalititssatz muss
sichergestellt werden, dass bei Schritt 2 mit einer Optimallosung abgebrochen wird. Bei der
Implementierung von Schritt 3 treten im Falle entarteter Ecken Schwierigkeiten auf. In die-
sem Falle ist die rechnerische Version des Simplexverfahrens i.a. nicht endlich. Ein Kreisen des
Simplexalgorithmus trat bisher aber nur bei konstruierten Beispielen auf. In der Praxis ist das
Simplexverfahren schon infolge von Rundungsfehlern endlich. Aber auch theoretisch kann die
Endlichkeit durch einfache Zusatzregeln erzwungen werden (vgl. Kapitel 6).

Bevor wir die geometrische Version des Simplexverfahrens in ein Rechenverfahren umsetzen,
wollen wir die Ungleichungen in den Restriktionen durch Einfithren von Schlupfvariablen in
Gleichungen iiberfiihren und untersuchen, was rechnerisch einer (zuléssigen) Ecke entspricht.

Zu jeder Ungleichung a; 'z < b; wird eine Schlupfvariable x,1; eingefithrt. Dann ist a; 'z < b;
aquivalent mit a; '@ + T, = b;, Tp; > 0. Liegt z auf der zur Ungleichung gehérenden Ebene,
so ist £p4+; = 0. Durch die Einfiihrung von Schlupfvariablen geht das Restriktionensystem iiber
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in:
a11x1  + are + ... + aTn +  Tpia = b
aipr1  +  agry + ... + aT, + T2 = by
(4.1)
am1T1 + am2r2 + ... + QmpTy  + Tn+m = bm
z1>0 , 2220 , ... , x, >0 ... Tnt+m = 0.

oder kurz in Matrizenschreibweise:
(A|E)z=b, x>0

Dabei ist (A|E) die Matrix A, an die eine (m x m) Einheitsmatrix F rechts angefiigt wird.
Grundlegend fiir das Weitere ist der Begriff der Basis:

Definition 4.1 Fine Teilmenge B von m FElementen der Indexmenge {1,2,...,m + n} heifst
Basis von (P), wenn die zu Indizes j € B gehorenden Spalten a; der Matriz (A|E) linear
unabhdngig sind.

Ist B eine Basis, so setzt man
N:={j|j¢B,1<j<n+m}.

Variablen x; mit j € B heilen Basisvariablen (BV), wihrend die Variablen z; mit j € N
Nichtbasisvariablen (NBV) genannt werden. Legt man die Reihenfolge der Indizes in B und N
fest, so lassen sich die Basisvariablen zum Vektor xp und die Nichtbasisvariablen zum Vektor
xn zusammenfassen. Analog fasst man auch die Komponenten des Zielfunktionsvektors ¢ und
der Matrix A zu cg, cy bzw. A, Ay zusammen.

Da nach Definition die m zu zp gehdrenden Spalten der Matrix A linear unabhéngig sind,
ldsst sich das Gleichungssystem Apxp = b eindeutig auflésen.

Definition 4.2 Es sei B eine Basis von (P). Fin x = (zp,zn) € R"™™™ mit Agprp = b und
xy = 0 nennt man eine Basislosung von (P). Die Basislosung heifit zuldssig, wenn xp > 0 ist.

Den Zusammenhang zwischen Basislosungen und Ecken von M beschreibt der folgende Satz.

Satz 4.1 Jeder Basis entspricht eine Ecke von M. Ist die Ecke nicht entartet, so ist die zu-
gehorige Basis eindeutig bestimmt. Einer zuldssigen Basislosung entspricht eine zuldssige Ecke.

Beweis: Da fiir die Basislosung (xp,zn) nach Definition xxy = 0 gilt, liegt dieser Punkt im
Schnitt der Hyperebenen Hj, j € N. Dieser Schnittpunkt ist eindeutig bestimmt, da das lineare
Gleichungssystem Apzrp = b nur eine Losung besitzt. Daher ist dieser Schnittpunkt eine Ecke
von M. Im Falle einer nichtentarteten Ecke schneiden sich genau n Hyperebenen in dieser Ecke,
und daher ist die Menge N eindeutig festgelegt. Die Aussage iiber die Zuléssigkeit ergibt sich
direkt aus den Definitionen. [
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Abbildung 4.1: Graphische Darstellung des Ungleichungssystems des Beispiels 4.1

Beispiel 4.1 Man betrachte das Ungleichungssystem

ry + 21’2 < 4
2$1 — T2 S 3
xI9 S 1
ry > 0,z2 =2 0
Durch Einfiihren von Schlupfvariablen erhdlt man:
r1 + 2r2 + w3 = 4
2x1 — T2 + x4 =
9 + x5 = 1
r; > 0 (1 < 4 < b

Basislosungen sind dann zum Beispiel:

1. Nichtbasisvariable x1 = x9 = 0
Basisvariable t3 = 4,14 = 3,25 =1
Diese Losung entspricht dem Ursprung und ist zuldssig.

2. Nichtbasisvariable r1 = x5 = 0. Dann ist

210 T2 4
-1 0 1 z3 | =| 3
1 00 T4 1

eindeutig losbar, und ergibt wieder ein xp > 0.

3. Die Ecke x1 = 2,29 = 1 ist entartete Ecke, der drei verschiedene Basislésungen entspre-
chen, namlich:
B=1{1,2,3} , N=4{4,5}
B=1{1,2,4} , N =1{3,5}
B={1,2,5} , N ={3,4}.
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4. Die Basis {2,4,5} fiihrt auf eine nichtzuldssige Ecke.

Wir fassen im Folgenden die Elemente einer Basis (Indizes der Basisvariablen) zu ei-
nem Vektor B = (B(1l),...,B(m)) und die Indizes der Nichtbasisvariablen zum Vektor
N = (N(1),...,N(n)) zusammen. Liegt das lineare Programm in der Form (4.1) mit b > 0
vor, so ist durch N = (1,2,...,n) und B = (n + 1,...,n + m) eine zuldssige Basislosung
ry = 0,75 = b gegeben. (Die Schreibweise xp = b besagt, dass zp;) = b; fiir 1 < 7 < m).
Der Einfachheit halber bezeichnen wir im Folgenden die um eine Einheitsmatrix erweiterte
Koeffizientenmatrix ebenfalls mit A.

Im Simplexverfahren 16st man zun#chst das Gleichungssystem Az = b nach den Basisvaria-
blen auf. Dazu partitioniert man die Matrix A in (ABEAN) und erhélt Agperg + Ayzy = b. Da
Ap regular ist, gilt:

B :Aélb—AélANl’N :E—ANl‘N. (4.2)

Der Darstellung (4.2) entnimmt man, dass die Basisvariablen xp affin-linear von den Nicht-
basisvariablen z abhéngen. xp bezeichnet man daher auch als abhdngige Variable und xn als
unabhdngige Variable. Nun sind die Basisvariablen aus der Zielfunktion zu eliminieren. Man
erhélt:

c'x = cg'zp+en’zy =cB IAl_alb —cB IAélANxN +en ey =
= cp IAl_glb + (en "—cp /AJ_BlAN)xN =y +en xn.
Die Koeffizienten ¢y ;) (1 < j < n), heilen reduzierte Kostenkoeffizienten. Ist x zuléissig, so ist
insbesondere xy > 0. Sind also alle ¢y(;) < 0 (1 < j < n), so kann durch VergréBerung von

zn(@) (1 < j < n) keine Verbesserung des Zielfunktionswertes erreicht werden. Daher ist die
augenblickliche Basislosung optimal. Man erhélt also das Optimalititskriterium

cny <0.

Ist ein ¢x(j) > 0 (1 < j < n), so kann durch Vergroferung des Wertes von z ;) moglicherweise
der Zielfunktionswert vergroBert werden. Man wiihle ein s mit ¢ > 0 und setze in (4.2)

Gy =0, 1<j<n; N(j)#s

und
g =b— sy (4.3)

Durch die Bedingung xp > 0 und (4.3) wird die Wahl des Wertes von x4 eingeschrénkt. Ist
as < 0, so kann x5 beliebig grof§ gewéhlt werden. Daher existiert in diesem Fall keine endliche
Optimallésung. Ist jedoch ein Koeffizient a;s > 0, so folgt aus TR() = b; — ajsrs mit x4 > 0, dass
xs < b;/a;s sein muss. Daher bestimmt man

QAjs > 0}

br . bz
— = 1min -—
Ars Qjs
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Die Variable zs kann hochstens den Wert 13,, /ars annehmen, ohne dass der zuldssige Bereich
verlassen wird. In diesem Fall setzt man als neue Basis B fest:

B(i) == {B(i)’ iET 1<i<m

s, 1=7r

o [ NG NG #£s .
NG = {Bm, NGy =s SIE™

Sodann 18st man das Gleichungssystem Az = b nach x5 auf. Da dieses Gleichungssystem bereits
nach xp aufgelost wurde, konnen wir annehmen, dass Ap eine Einheitsmatrix ist. Man ersetzt
die r-te Spalte der Einheitsmatrix durch die Spalte as und erhilt

Somit ist

Qrs —Qr_1.s

1
Al = 1

_dr+1,s Ar s

_am,s Qr, s

und man erhilt aus A = AZ'A = (a;;) die neue Matrix

B
durch .
ay = gl 1<j<ntm,
a;; = dijf% 1<i<m,i#r 1<j<n+m.

Somit wird die zur Variablen x; gehtrende Spalte zum r-ten Einheitsvektor, und die zur Varia-
blen zp(,) gehdrende Spalte erhilt als neue Koeffizienten

_ @is
= — Ars
@i,B(r) = 1

Ars

1#£r,i=1,...,m,

1=T.
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Der Vektor b wird in gleicher Weise wie eine Spalte von A transformiert:

_ b
br = Nir
a/TS
- ~ Qb
b, = bl—afsr i=1,....m, i #£r

Die Zielfunktion, ausgedriickt durch die augenblicklichen Nichtbasisvariablen, hat die Form
n
G+ ) Gang)-
j=1

Dabei ist ¢y der augenblickliche Zielfunktionswert. Schreibt man die Zielfunktion in der Form

n

> _Gang +z=—d, (4:4)
j=1

so kann die Zeile (4.4) direkt als 0-te Zeile zum Restriktionensystem Az = b hinzugefiigt werden.
Somit werden die Zielfunktionskoeffizienten wie eine Zeile der Matrix A transformiert:

L Gy ,
cj = Cj—TTS, 1<j5j<n+m,
_ -~ ¢gb

—Cy = —Cy— &gr.

rs

Dabei entspricht ¢y dem Zielfunktionswert der augenblicklichen Basislosung. Diese neue Matrix
enthélt dann wieder eine vollstéindige Einheitsmatrix. Da diese nicht immer mitgespeichert zu
werden braucht, fithrt man das Simplextableau ein, bei dem man sich nur merken muss, welche
Zeile zu welcher Basisvariablen und welche Spalte zu welcher Nichtbasisvariablen gehort. Das
Simplextableau hat die Form

N() N@2) ... N()
ano aol ap2 .. aon
B(l) aio all ai12 e A1n
B(2) aso ao1 asx ... a9
B (m) am0 Am1 Am?2 Amn
mit
app = —Co,
ajo = by 1<i<m,
agj = CN(G), l=j=<n

Bezeichnen wir mit a;; die Daten eines Tableaus, das zur Basis B gehort, und mit a;; die
Daten des Tableaus, das zur Basis B gehort, bei der die r-te Basisvariable von B gegen die s-te
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Nichtbasisvariable von N ausgetauscht wurde, so lautet die durchzufithrende Pivotoperation

_ 1
Qrg 1= )
Ars
_ Qg . .
Qrj = —, ]:0717”_771;]#37
Qrs
_ Qs . .
Qjs i = ——, 1=0,1,...,m; i £,
Qrs
_ QjsQyj . . . .
ajj = a;j———>, 1=0,1,....m;i#7r, j=0,1,...,n; j#s.

a’!‘S

Bevor wir nun den Algorithmus angeben, miissen wir noch festlegen, welche Spalte Pivot-
spalte wird. Eine hiufig gebrauchte Regel lautet hierfiir

aps = Imax agj.
T ig<n

Gegeben sei nun eine lineare Optimierungsaufgabe im Ausgangstableau. Dieses ist zuldssig, wenn
a;o > 0 fiir 1 <4 < m. Es ist optimal, wenn ag; < 0 fiir 1 < j < n gilt. —agg ist der Wert der
Zielfunktion der augenblicklichen Basislosung

zny) =0 1<j<n,
g =aio 1 <i<m.

Algorithmus 1 Simplezverfahren zur Bestimmung einer Optimalldsung von
max{c 'z | Az < b,z > 0} bei zulissiger Ausgangslosung.

Anfangsdaten: Anfangstableau (a;;) fir 0 <i<m, 0 <j <n.
B=(n+1,...,n+m), N=(1,...,n).

1. Ist einag; > 0 (1 < j < n), so gehe man zu 2., andernfalls ist eine Optimallésung erreicht.

Setze
Tpu = aip, 1<i<m,
IN(@) = 0, 1<j<mn,
Z = —apo-
Stop.

2. Bestimmung der Austauschspalte: Man wdihle Indezx s so, dass

aps = max agpj.
Ti<<n Y

3. Sind alle ajs <0 (1 <i<m), so existiert keine endliche Lisung.
Terminiere.
Gibt es ein a;s > 0 (1 <i <m), so gehe man zu 4.
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4. Bestimmung der Austauschzeile: Man wdihle Index v so, dass

Qaro . a0
— = 1min e
Qs Qs

ais>0,i:1,...,m}.

Gehe zu 5.

5. Fiihre eine Pivotoperation durch: Vertausche die r-te Komponente von B mit der s-ten
Komponente von N, und setze

B 1
Qrs 1= )

Qrs

am'
Arj 1= 5 ]:0,1,.. ,TL,]#S,

Qrs
_ Ajs
Qjs ‘= - ) 2_071) , 115 Z#T)

Qrs
_ QjsQrj . . . .
Gij == 0y — = —, i=0,1,....,m; i#r, j=0,1,...,n; j#s.
rs

Nun ersetze a;j := a;; 0 <1 <m, 0<j <n und gehe zu 1.

Beispiel 4.2 Maximiere z = x1 + xo unter den Nebenbedingungen

1 + 22 < 4
21’1 - ) S 3
) < 1
T, > 0
T2 Z 0

(Die Menge der zulissigen Punkte dieser Optimierungsaufgabe ist in Abbildung 4.1 dargestellt.)
Ausgangstableau:

X i)
0] 1 1
|4 1T 2 N = (1,2)
|32 -1 B =(3,4,5)
xIs 1 0 1

Dieses Tableau ist zulissig, jedoch nicht optimal. Wir wdhlen s = 1,7 = 2, und fiihren eine
Pivotoperation durch. Danach erhdlt man:

_3 | 1 3

2 2 2

501 5

2 2 2
b1 N=w
1| 0 1| B=(315)
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(Diese Losung entspricht der Ecke x1 = 3/2, xo = 0). Wir gehen zuriick zum Schritt 1. Die
Lésung ist noch nicht optimal, daher setzen wir s = 2, r = 3 und fiihren damit erneut eine
Pivotoperation durch. Man erhdlt:

1 3
=3 |1-3 —3
ol -4 -1
20 3 3| N=(45)
1l 0 1| B=(12

Damit ist die Optimallosung erreicht. Sie lautet
r1 =279 =1,2=3
Die Optimallosung ist entartet, da eine Basisvariable zu 0 wird.

Sind alle Ecken des zuldssigen Bereiches einer linearen Optimierungsaufgabe nichtentartet,
so sind in allen Simplextableaus die Werte b;, 1 < ¢ < m, stets positiv. Daher nimmt der
Zielfunktionswert in jeder Simplexiteration zu, denn aus

by - Cs

—Cp = —Co — —
Qs
folgt, da die GroBen by, &, ars positiv sind, dass ¢ > ¢. Da die Zielfunktion in jeder zuléssi-
gen Basislosung einen eindeutigen Wert hat, kann somit keine Basislosung zweimal auftreten.
Es gibt nur endlich viele verschiedene Basislosungen. Somit ist das Simplexverfahren im Falle
nichtentarteter Basislosungen endlich.

Satz 4.2 Sind alle Basislosungen einer linearen Optimierungsaufgabe nicht entartet, so wird
diese Aufgabe durch das Simplexverfahren in endlich vielen Schritten geldst.

Zum vollstdndigen Beweis dieses Satzes miisste noch gezeigt werden, dass in endlich vielen
Schritten eine zuldssige Ausgangslosung gefunden werden kann. Dies ergibt sich aber unmittelbar
aus den Uberlegungen des folgenden Kapitels.

Bei entarteten Basislosungen kann jedoch das Simplexverfahren ins Kreisen geraten. Dies
ldsst sich vermeiden, wenn man die Austauschzeile durch ein lexikographisches Minimum be-
stimmt. Auf den Fall des Kreisens im Simplexalgorithmus wird noch im Abschnitt 6 eingegangen
werden. Eine weitere Diskussion iiber das Laufzeitverhalten des Simplexverfahrens findet sich
in Kapitel 26.
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Bestimmung einer zuldssigen Ausgangslosung



Kapitel 5

Die Bestimmung einer zulissigen
Ausgangslosung

Algorithmus 1 ist nur anwendbar, wenn eine zulissige Ausgangslosung vorliegt, d.h. wenn im
System Ax < b die Beziehung b > 0 gilt. Ist ein Koeffizient b; < 0, so mufl eine Aus-
gangslosung durch einen Hilfsalgorithmus erst bestimmt werden. Dazu stehen mehrere Verfahren
zur Verfiigung. In der Zweiphasenmethode von Dantzig wird eine Hilfszielfunktion, die die augen-
blickliche Unzuléssigkeit modelliert, optimiert. In der M -Methode wird eine zuséatzliche Variable
eingefiihrt. Fiir das so erweiterte Problem ist dann eine zulédssige Losung bekannt. Der neu ein-
gefiithrten Variablen wird in der Zielfunktion (die maximiert werden soll) ein kleines Gewicht
—M zugewiesen. Ist das Optimierungsproblem zuléssig, so wird dadurch nach einigen Schritten
erreicht, dass die zusétzlich eingefiihrte Variable 0 wird. Damit liegt dann eine zuléssige Losung
fiir das Ausgangsproblem vor.

5.1 Zweiphasenmethode von Dantzig

Gegeben sei das lineare Programm
max{c'z | Az < b,z > 0}

Durch Schlupfvariable y > 0 fithren wir dieses System in ein Gleichungssystem {iiber, das nun so
normiert wird, dass alle rechten Seiten nichtnegativ sind. Da man 0.B.d.A. annehmen kann, dass
b; <0 fiir 1 <17 < k galt, werden also die ersten k Zeilen dieses Systems mit —1 multipliziert.
Ferner werden fiir die ersten k Zeilen kiinstliche Variable g; > 0 eingefiihrt, so dass dann gilt

—a11 T1— ... —Qin Tpn —Y1 441 = b

—Qg1 T1— ... —Qkp Ty — Yk +Ur = —bg 5.1)
k11,121 + ... FAk41,0Tn +Yk+1 = ka
ami 1+... +amn Tpn +Ym = bm

Eine Losung (x,y,y) von (5.1) entspricht genau dann einer Losung des Ausgangproblems

Ax <b, x>0,

35
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wenn z > 0,y > 0 und g = 0 gilt. Dies fithrt daher auf das folgende Hilfsproblem
Minimiere Zle ¥; unter (5.1) und den Vorzeichenbedingungen x > 0,y > 0,5 > 0.

Fiir dieses Hilfsproblem gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Das Hilfsproblem besitzt eine Optimallosung mit Zielfunktionswert 0. Dann ist die zu-
gehorige Basislosung fiir das Ausgangsproblem zuléssig.

2. Das Hilfsproblem besitzt eine Optimallésung mit Zielfunktionswert > 0. Dann besitzt das
Ausgangsproblem keine zuléssige Losung.

In Phase I wird die Hilfszielfunktion minimiert. Man kann dazu als Ausgangsbasis die Variablen
y; wahlen, die zu b; > 0 gehoren und die Variablen g;, die zu b; < 0 gehéren. Nun ist die
Hilfszielfunktion durch die augenblicklichen Nichtbasisvariablen auszudriicken. Dazu summieren
wir die ersten k Zeilen in (5.1) und erhalten

k k k k k
—E @ill'l_-u_g amxn—§ yH—E ?)iz—g bi.
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Daher ist
3 n k k

k
DNE TS B WIRE WA
=1 i=1 Jj=11i=1 i=1

Da wir das Simplexverfahren auf ein Maximierungsproblem anwenden wollen, erhélt man fiir
dessen Zielfunktionskoeffizienten

k k
do Z:*Zbi, dj IZ*ZCLU (1§j§n), dnJri = —1 (1§Z§k‘)
) =1

Man maximiert nun die negative Hilfszielfunktion. Erhélt man fiir dieses Problem einen nega-
tiven Optimalwert, so ist das Ausgangsproblem nicht zuléssig. Ist aber der Optimalwert gleich
0, so sind alle kiinstlich eingefiihrten Variablen gleich 0. Dann kann man aber (eventuell durch
zusétzliche Simplexschritte) erreichen, dass alle kiinstlichen Variablen Nichtbasisvariable sind.
Man streicht die zugehorigen Spalten im Tableau und setzt in Phase IT mit der Optimierung der
urspriinglich gegebenen Zielfunktion fort.

Beispiel 5.1

Maximiere —x1 —2ro wunter den Restriktionen

r1+x2 > 3
i) Z 2
—x1+x2 < 3
rp—x2 < 3
xj > 0 firj=1,2.
Aufgrund der vorangegangenen Uberlequngen fiihren wir neben den Schlupfvariablen yi,...,ys

noch zwei kinstliche Variablen 41, §o ein, und erhalten dann folgendes Simplextableau:



L ~ Zielfunktion

Py

Abbildung 5.1: Graphische Darstellung des Beispiels 5.1

n
Y2
Y3
Y4

Z:N

<

Ausgangstableau

r1r T2 U1 Y2
D 1 2 -1 -1
0| -1 -2 0 0
3 1 1 -1 0
2 0 1 0 -1
3| -1 1 0 0
3 1 -1 0 0

~
~

~

Hilfszielfunktion
Zielfunktion

X1
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Start mit Ausgangslosung 1 = xo = 0 (entspricht in Abbildung 5.1 dem Punkt Py). Die Hilfs-

zielfunktion wird nun mit Hilfe von Algorithmus 1 maximiert. Man erhdlt s = 2,r = 2.

Diese Losung entspricht Py mit x1 =0, xo = 2. Nun wird s =1 = 1, und man erhdlt:

U1
T2
Y3
Ya

Tableau 1

1 Y2 Y1 Y2
1 1 -2 -1 1
41 -1 2 0 -2
1 1 -1 -1 1
2 0 1 0 -1
1| -1 -1 0 1
5 1 1 0 -1
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Tableau 2

v oy Y2

0[-1 -1 0 0

50 1 1 -1 —1
w1 1 -1 -1 1
2] 0 1 0 -1
ys 2] 1 —2 -1 2
w4l -1 2 1 -2

Dieses Tableau entspricht Py mit x1 = 1,29 = 2. Damit ist das Maximum der Hilfszielfunktion
erreicht. Da der zugehorige Zielfunktionswert gleich 0 ist, haben wir eine zuldssige Losung des
Ausgangsproblems erreicht. Die zu 51 und 3o gehorigen Spalten werden im Tableau gestrichen,
ebenso die Zeile der Hilfszielfunktion. Das verbleibende Tableau dient nun als Ausgangslésung fiir
Algorithmus 1. In unserem Fall ist es bereits optimal. Daher ist Py die gesuchte Optimallisung.

5.2 Die M-Methode
Gegeben sei wieder das Problem
max{c'x | Ax < b,z > 0}.

Wir fithren das System Ax < b durch Schlupfvariable und eine kiinstliche Variable £ > 0 in
folgendes System iiber:

anir1+ai2 T2+ -+ al, Tyt Tpg —T=0b
a21x1 +azy T2+ +az, T, +Znt2 —T = by
Am121 +Am2 T2+ + Qmn Tn +ZTn4+m - = bm

Das Ausgangsproblem besitzt genau dann eine zulédssige Losung, wenn es eine Losung des er-
weiterten Systems mit £ = 0 gibt. Wie kommen wir nun zu einer zuléssigen Ausgangslosung fiir

das erweiterte System? O.B.d.A. sei b, = 12111<n b; und b, < 0. Ziehen wir dann die m-te Zeile
<i<m

von den ersten m — 1 Zeilen ab, so erhalten wir das System:

(all _aml)xl + -+ (aln _amn)xn+xn+1 —Tn4+m = b1 —bp,
(CL21 _aml)ZEl + -+ (a2n _amn)xn +Tpi2 —Tn4+m — b2 _bm
(am—l,l_aml)xl + -+ (am—l,n _amn)xn +Tpim—1 —Tpn+m = brm—1—bm
—Qm1 T1+ -+ —Qmn Tn +i'_xn+m = —bm

Die rechte Seite dieses Systems ist nicht negativ. Daher ist durch (z,41, ..., Znim-1,2) eine

zuléssige Basislosung gegeben. Man erhilt diese Basislosung, wenn man im Ausgangsproblem
die Basisvariable x4+, gegen die Nichtbasisvariable # austauscht. Die kiinstliche Variable £ hat
in einer Optimallosung des Ausgangsproblems notwendigerweise den Wert 0. Damit £ moglichst
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rasch aus der Basis eliminiert wird, modifiziert man die gegebene Zielfunktion ¢’z zu ¢/ z— M Z und
erteilt M einen gegeniiber den Konstanten c¢; grolen Wert. Ist fiir hinreichend grofies M in der
Optimallosung & > 0, so widersprechen die Restriktionen einander, d.h. das Ausgangsproblem
ist nicht zuléssig.

Um zu vermeiden fiir die Konstante M einen nummerischen Wert festzulegen, kann man
eine lexikographische Zielfunktion einfithren. Dazu stellt man die Zielfunktionskoeffizienten in
der Form ¢; = a; M + 3; dar und betrachtet die Vektoren (a;, 3;)" als lexikographisch geordnet.
Allgemein ist die lexikographische Ordnung von Vektoren folgenderweise definiert:

Definition 5.1 Ein Vektor v = (v1,...,v,) heifit lexikographisch positiv (v > 0), wenn das
erste von Null verschiedene Element von v positiv ist. Ein Vektor v heifit lexikographisch grofler
oder gleich als Vektor u, in Zeichen v > u, wenn v =u oder v —u > 0 gilt.

So ist etwa v = (0,0,1,—20) lexikographisch positiv und lexikographisch gréfler als u =
(0,0,0,100). Die lexikographische Ordnung > von Vektoren u € R" erfiillt die Ordnungsaxio-
me, sie ist ndmlich reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Auflerdem ist sie eine vollstdndige
Ordnung, d.h. es gilt v = u oder v = u oder u > v. Ferner ist die lexikographische Ordnung
vertréglich mit der Vektoraddition

v>=u=>YweR":v+w=ut+w
und vertréglich mit der skalaren Multiplikation:

c>0v-u=c-v>=c-u.

Zur Durchfithrung der M-Methode fiithrt man im Tableau eine zusétzliche Zielfunktionszeile
ein. Wenn nun ein Koeflizient der Zielfunktion aM + 3 lautet, schreibt man « in die erste
Zielfunktionszeile und 8 in die zweite. Somit steht im Anfangstableau in der ersten Zielfunk-
tionszeile der Koeffizient —1 in der Spalte, die  zugeordnet ist. Alle anderen Koeffizienten
der Zeile sind 0. In der zweiten Zielfunktionszeile stehen die gegebenen Koeffizienten c;
und in der Spalte von & der Koeffizient 0. Das erste Pivotelement ist wieder jenes Element
der & zugeordneten Spalte, fiir das die rechte Seite am kleinsten ist. Damit wird T Basis-
variable. Man wahlt im weiteren die Pivotspalte durch eine lexikographische Spaltenauswahlregel:

Als Pivotspalte wird eine Spalte s gewdihlt, fir die der Zielfunktionsvektor (o, ;) lexiko-
graphisch positiv ist.

Sobald die erste Zielfunktionszeile den Zielfunktionswert O erreicht hat, kann & als Nichtbasis-
variable gewéhlt werden und man kann die zugehorige Spalte sowie die erste Zielfunktionszeile
streichen. Damit hat man eine zuldssige Ausgangslosung fiir das gegebene Problem gefunden.
Kann die Variable Z nicht aus der Basis eliminiert werden, so ist das gegebene Problem nicht
zuléissig.
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Beispiel 5.2 (Beispiel wie in 5.1)
Ausgangstableau

I T2 x

0 0 0 -1
0| -1 -2 0
z3 | -3 -1 -1 -1
Ty | —2 0o -1 -1
s 3| -1 1 -1
T 3 1 -1 -1
Tableau 1
I xI9 T3
3 1 1 -1
0] -1 -2 0
T |3 1 1 -1
x4 | 1 1 0 -1
x5 | 6 0 2 -1
L6 6 2 0 -1
Tableau 2
T4 T2 I3
2| -1 1 0
1 1 -2 -1
z |2 -1 1 0
x| 1 1 0 -1
x5 | 6 0 2 -1
L6 6| —2 0 1
Tableau &
T4 T x3
0 0 -1 0
5| —1 2 -1
o | 2] —1 1 0
x| 1 1 0 -1
r5 | 2 2 -2 -1
ze | 4] —2 0 1

Damit ist wieder die Optimallosung x1 = 1,22 = 2 erreicht.



Kapitel 6

Kreisen des Simplexverfahrens

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass der zulédssige Bereich M = {z € R" | Az < b,z > 0} einer
linearen Optimierungsaufgabe sich als Schnitt von m +n Halbrdumen ergibt, die von Hyperebe-
nen begrenzt werden. Eine entartete FEcke des zulédssigen Bereiches ist dadurch gekennzeichnet,
dass sie auf mehr als n dieser Hyperebenen liegt. Dadurch ist in jeder zugehorigen Basislosung
mindestens ein b; = 0. Wird eine Pivotoperation mit b, = 0 gemacht, so d&ndert sich dabei der
Zielfunktionswert nicht: a
oo := apo — — Aro = Qo
rs
=0
Daher tritt die Frage auf, ob bei entarteten Losungen der Simplexalgorithmus endlich ist oder
ob er ins Kreisen geraten kann. Einige wenige konstruierte Beispiele zeigen, dass bei mehr als

einem Koeffizienten b; = 0 tatsichlich ein Kreisen auftreten kann.

Beispiel 6.1 (Siehe auch Gass [20])

Maximiere %xl — 15029 + %xg — 624
unter %xl — 60x9 — %:):3 + 924 <0
loy - 90z -  ggwg  + 3z <0
T3 <1
1 >0 x9 >0 x3 >0 x4 >0

Wendet man Algorithmus 1 auf dieses Beispiel an, so erhdlt man das Ausgangstableau:

Ausgangstableau
I xI9 T3 X4
0| 3 —-150 =& -6
x5 |0 2 —60 —% 9
6 |0 & -90 —=% 3
z7 | 1] 0O 0 1 0

41
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Tableau 1
xT5 xIo I3 T4
7
-3 30 & -33
1 4 —240 —5 36
g -2 30 3 -15
z7 0 0 1 0
Tableau 2
s Ze x3 Ty
0 -1 -1 £ -18
x| 0 -12 8 £ -84
1 1 1 1
201 =15 3 50 2
z7 | 1 0 0 0
Tableau 3
Ts5 Ie I T4
1
2 -3 -1 3
75 25 528
3 -2 % 7 -5
" 11 1 1
2 120 60 160 10
75 25 525
7 T H -F 5
Tableau 4
x5 X6 T Z2
0 | 3 —120
z3 | 0| 50 —150 —122 10500
1 2 1
z7 | 1| =50 150 125 10500
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Tableau 5
r3 g T {5
1 7
0 - 2 I -330
z5 | 0] & -3 =2 210
2|0 -3 3 & 30
z7 |1 1 0 0 0
Tableau 6
T3 Ty T1 i)
0| = -6 3 —150
x5 |0 —% 9 1 —60
z6 [0 —25 3 % —90
x| 1 1 0 0 0

Im Tableau 6 erhdlt man dieselbe Basislésung wie im Ausgangstableau. Daher gerdt der
Simplexalgorithmus in der Form von Algorithmus 1 bei diesem Beispiel ins Kreisen.

Zur Behebung des Kreisens kann man folgenderweise vorgehen. Wir fithren durch die Schlupf-
variablen %41, ..., Zptm das Ungleichungssystem Az < b in ein Gleichungssystem iiber, und
stellen dieses in Tableauform dar, wobei auch die zu den Schlupfvariablen gehtrende Einheits-
matrix gespeichert wird. O.B.d.A. konnen wir nun annehmen, dass die Zeilenvektoren unseres
Tableaus lexikographisch positiv sind. (Durch Spaltenvertauschungen ist dies stets erreichbar.)

Die Pivotzeile wird nun durch folgende Regel bestimmt:

Lexikographische Zeilenauswahlregel:
Die Pivotzeile r wird durch das lexikographische Minimum der gewichteten Zeilenvektoren

lexming<;<m, {

bestimmdt.

7.ai

18

A5 > 0}

Das lexikographische Minimum in der obigen Zeilenauswahlregel ist eindeutig bestimmt. Die
Annahme, es wire nicht eindeutig, fiithrt auf

und daher ist die i-te Zeile ein Vielfaches der k-ten Zeile:

a; = A-ag, A#O.

1
— ;= —-ag, 1 #k,

Ais Qs

Nun ist aber der Rang von A gleich m, d.h. die Zeilenvektoren sind linear unabhéngig. Dies ist

aber ein Widerspruch zu a; = Aay.
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Kreisen des Simplexverfahrens

Satz 6.1 Wdahit man die Pivotzeile durch die lexikographische Zeilenauswahlregel, so gilt

1. Der Vektor in der Zielfunktionszeile nimmt streng lexikographisch ab.

2. Alle Zeilenvektoren bleiben lexikographisch positiv.

Beweis:

1. Fiir die neuen Zielfunktionskoeffizienten gilt

aps

apj = agj — Qpj - —— (1§]§n+m)

T8

>0

Da das erste nichtverschwindende a,; > 0 ist, erhélt man
ap < ag.
Also nimmt die Zielfunktionszeile lexikographisch ab.

2. Ist a;s > 0, dann erhélt man fiir die transformierte Zeile a;

1 1 Qis

— ;- —ar=>a;,=0a; — — -ap > 0.

Ajs Qrs Qrs

Ist aber a;s < 0, so ist wegen a,s > 0

aQ; = Q; — — + Qp > Q;.

Somit bleiben alle Zeilenvektoren lexikographisch positiv.

Satz 6.2 Das Simplexverfahren mit lexikographischer Zeilenauswahlregel ist endlich.

Beweis: Da die 0-te Zeile lexikographisch streng abnimmt, kann eine Basislosung nicht zweimal
auftreten. Da es nur endlich viele verschiedene Basislosungen gibt, ist daher der Algorithmus

endlich.

Beispiel 6.2 Wir lisen nun das lineare Programm von Beispiel 6.1 mittels des Simplexverfah-

rens mit lexikographischer Zeilenauswahlregel. Man erhdlt

Ausgangstableau
T o xs T4 X5 T X7
0 2 -150 & -6 0 0 0
o 4 -60 -5 9 1 0 0
o[+ -9 -5 3 0 1 0
1] 0 0 0 0 0 1




Tableau 1

X1 T2 €3 x4 x5 X X7
7
0 0 30 0 33 -3 0 0
4
0 I =240 —5 36 4 0 O
3
0 0 30 5 1 -2 1 0
1 0 0 1 0 0 O 1
Tableau 2
Tl X2 xs T4 T5 Tg X7
2
0 0 0 35 —18 -1 -1 0
8
0 1 0 o5 —84 12 8 0
1 1 1 1
010 1 55 -2 —15 30 0
1 0O O 1 0 0 0 1
Tableau &
€1 To I3 T4 x5 Te Tv
5 7
0 —40 O 2 3 -3 0
4 8
1 —-160 O —4 -3 3 0
0 500 1 —250 -1 3 0
0 —500 0 250 190 -3 1
Tableau 4
T To XT3 X4 x5 Te i
1 7 11 1
125 0 -36 0 0 E % 1%
2 4 12 2
155 1 —-168 0 0 —z 3 5%
1 0 0 1 0 0 0 1
1 2 1 1
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Abbildung 6.1: Entartete Ecke und Behebung der Entartung durch Stérung

Tableau 5
T To I3 T4 T5 T6 Z7
1 21 3 1
—35 0 —15 0 -5 0 -5 —g5
1 1
35 1 —-180 O 6 O 2 35
1 0 0 1 0 O 0 1
3 15 1 3
106 0 —-15 0 > 1 —3 100

Wie man an diesem Beispiel erkennt, wird die entartete Ecke bereits im 4. Tableau verlassen.
Tableau 5 gibt die zugehdrige Optimalldisung wieder.

Geometrisch lédsst sich die Behebung der Entartung so interpretieren: In einer entarteten
Ecke treffen mehr als n Hyperebenen zusammen. Durch eine kleine Stérung werden sie ausein-
andergezogen, und man erhélt lauter nichtentartete Basislosungen. Ersetzt man b; durch

l_)i = a0 t+ a;1€ + ai252 +...+ az’,n+m5n+m

fiir hinreichend kleines € > 0, so ist b > 0, und die lexikographische Zeilenauswahlregel garantiert,
dass b; > 0 bleibt. Somit ist dieses gestorte Problem stets nichtentartet. Lisst man ¢ gegen Null
gehen, erhélt man eine Losung des gegebenen Problems.

FEine andere einfache Moglichkeit das Kreisen beim Simplexverfahren zu verhindern, gab
Bland [5] an. Sie beruht auf einfachen kombinatorischen Uberlegungen und ist nicht von Zahlen-
werten anhéngig. Daher spielt sie eine Rolle bei der Verallgemeinerung des Simplexverfahrens
in orientierten Matroiden. Die Regel von Bland schreibt nicht nur die Wahl der Pivotzeile vor,
sondern auch die Wahl der Pivotspalte.

Satz 6.3 (Bland, 1977) Wird beim Simplexverfahren die Pivotspalte s durch
N(s) :=min{N(j) | ap; >0, 1 <j <n}

und die Pivotzeile r durch

B(r) := min < B(t) M0 — min 40
Qs I<ism Qg
a;s>0
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bestimmt, so liefert das Verfahren nach endlich vielen Schritten eine Optimallosung, oder es
wird nachgewiesen, dass keine endliche Optimallosung existiert.

Beweis: Durch die Regeln von Satz 6.3 ist die Folge der Pivotoperationen eindeutig festgelegt.
Wir nehmen an, dass man ausgehend von einer zulissigen Ausgangslosung durch Anwendung der
obigen Regeln ins Kreisen gerit. Der Zyklus ist dann eindeutig bestimmt. Es sei T' C {1,...,m+
n} die Indexmenge der Variablen, die wihrend des Zyklus in die Basis eintreten, d.h. j &€ T
bedeutet, x; ist wihrend des ganzen Zyklus Basisvariable oder Nichtbasisvariable. Es sei

q == max{j|j € T}

und (A,b) sei das Tableau (mit m + 1 Zeilen und n + m + 1 Spalten), in dem die Spalte ¢
Pivotspalte ist. Den Vektor in der O-ten Zeile von A, die die Zielfunktionskoeffizienten enthilt,
bezeichnen wir mit y, d.h.

Yj = C_Loj (1 <7 §m+n)

Es gilt
yi<0(1<j<q—1), yg>0. (6.1)

Der Vektor y liegt im Unterraum von R"™, der von den m + 1 Zeilen der Matrix A erzeugt
wird. Da die Pivotoperationen Linksmultiplikationen mit reguldren Matrizen entsprechen, bleibt
dieser Zeilenraum wéhrend des ganzen Verfahrens gleich.

Da z, im Zyklus Basisvariable wird, muss es auch im Zyklus wieder die Basis verlassen. Es
sei also (A4, 13) das Tableau, in dem die zu z, gehérende Zeile Pivotzeile wird. Ferner sei ¢ der
Index der Pivotspalte in diesem Tableau (A, b). Bezeichnen wir mit B die zum Tableau (A, b)
gehorende Basis, und definieren wir einen Vektor z € R™*" durch

2z = —1
Zp@) = it
zj =0, andernfalls,

so gilt fiir alle Zeilenvektoren d; (0 < i < m) von A:
arz = 0.
Daher liegt z im orthogonalen Komplement des Zeilenraumes und es gilt insbesondere
y'z=0. (6.2)

Nun ist z, gleich dem Pivotelement im Tableau (121, l~7) und y, > 0, da y, der relative Kostenko-
effizient in der Pivotspalte von (4,b) ist. Daher ist y, - 2, > 0, und folglich gibt es wegen (6.2)
ein j, so dass y; - z; < 0 ist. Die Beziehung 3; # 0 besagt, dass x; Nichtbasisvariable im Tableau
(A, b) ist, anderseits besagt z; # 0, dass x; Basisvariable in (/I, 5) oder j =t ist. Daher ist j € T,
und wegen j # ¢ gilt j < ¢. Dann ist aber y; < 0, und daher z; > 0. Also ist j # ¢. Somit ist x;
eine Basisvariable in (A4, l~)), etwa j = B(p) und ap; = z; > 0.

Die rechte Seite b bleibt wihrend des ganzen Zyklus unverdndert. Daher behilt jede Variable
wihrend des Zyklus ihren Wert bei. Insbesondere folgt daraus fiir x;,5 € T : x; = 0 fiir den
ganzen Zyklus. Daraus folgt b, = 0 in allen Tableaus des Zyklus, insbesondere also Ep = 0. Also
gilt .

j=DB(p) <q, ap >0, b, =0.
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Nach der Zeilenauswahl von Satz 6.3 miisste daher eine Variable z;,7 < ¢, die Basis verlassen
im Widerspruch dazu, dass in diesem Tableau z, die Basis verldsst. Dies ist ein Widerspruch.
Daher kann kein Kreisen auftreten. [

Man beachte, dass bei der Regel von Bland sowohl Pivotspalte als auch Pivotzeile vorge-
schrieben werden. Wird nur die Zeilenauswahlregel verwendet, so gibt es Beispiele des Kreisens.

Von Dantzig wurde die Frage nach moglichst kleinen linearen Programmen aufgeworfen, bei
denen ein Kreisen auftritt. Es gilt

Satz 6.4 (Marshall und Suurballe [38], 1969)
Wird im Simplexverfahren die Pivotspalte durch

s := min{j*| ¢j» = maxc;}

w>0)}

gewdhlt, so muss m > 2.;n > 3 und m +n > 6 gelten, damit ein Kreisen auftritt. Falls ein
Kreisen in einer nichtoptimalen Ecke auftritt, muss m > 3,n > 3 und m+n > 7 gelten. Ferner
sind diese Schranken scharf.

und die Pivotzeile durch

7 1= min {z*

b+ : (bi
= min —

Aj* s QAjs

Ein Beweis dieses Satzes sowie Beispiele fiir die angegebenen Werte von m und n finden sich in
[38].



Kapitel 7

Spaltenauswahlregeln

Wie man im Abschnitt 6 sehen konnte, beeinflusst die Wahl der Pivotspalte und Pivotzeile we-
sentlich das Simplexverfahren. Man kann nun danach fragen, welche Auswahlregel fiir die Pivot-
spalte moglichst giinstig ist, d.h. durch welche Wahl der Pivotspalte fithrt die Simplexmethode
moglichst rasch zur Optimallésung. In numerischen Versuchen (z.B. Kuhn und Quandt [35],
1963) stellten sich vor allem die drei folgenden Typen von Spaltenauswahlregeln als giinstig
heraus.

e Methode des steilsten Anstiegs im Raum der Nichtbasisvariablen

Cs 1= I]nea}\}/( C; (7.1)
¢ ist der Gradient der Zielfunktion im Raum der (augenblicklichen) Nichtbasisvariablen.

Daher kann ein Simplexverfahren mit Regel (7.1) als Nichtbasis-Gradientenverfahren be-
zeichnet werden.

e Methode des grofiten absoluten Zuwachses
Wahlt man eine Spalte j mit ¢; > 0 als Pivotspalte, so wird die zugehérige Pivotzeile 7(j)
durch die Zeilenauswahlregel festgelegt. Damit erhélt man a, ;) ; als Pivotelement. Bei der
zugehorigen Pivottransformation wiirde sich der Zielfunktionswert um

¢j - by

ar(j),j

(7.2)

dndern. Man kann nun die Pivotspalte s dadurch festlegen, dass der Ausdruck (7.2)
moglichst grofl wird. Bei dieser Spaltenauswahlregel wird also jene Nichtbasisvariable neu
in die Basis aufgenommen, die in dieser Iteration den grofiten absoluten Zuwachs des Ziel-
funktionswertes ergibt.

e Methode des steilsten Anstiegs im Raum aller Variablen
Wir fassen die Basis- und Nichtbasisvariablen zu einem Vektor x € R™™™ zusammen,
wobei z; (1 < i < m) den Basisvariablen und z,,+; (1 < j < n) den Nichtbasisvariablen

entspreche. Einer Basislosung entspricht dann ein Punkt ( 8 ) e R, Andert man die

49
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Nichtbasisvariable z ;) um eine Einheit, so &ndert sich einerseits der Zielfunktionswert
um ¢;, andererseits dndern sich auch die Werte der Basisvariablen

rp = Aélb — Aglaij(j) =b— ELJ’,

wobei a; die zu z ;) gehorige Spalte der Matrix A ist. Somit &ndern sich die Koordinaten

des betrachteten Punktes im R"* um den Vektor (—daij,...,—am;,0,...,1,0,...,0)".
Daher erhdlt man als N(j)-te Komponente des Gradienten der Zielfunktion im Raum
Rn—i—m

G

1+ a

und der steilste Anstieg der Zielfunktion erfolgt in der Richtung z ), die durch

& > o} (7.3)

9 =2
Cs %
— = i=max{ —————
1+ 300 &, L+ a
festgelegt wird.

Ein nummerischer Verleich der Spaltenauswahlregeln (7.1), (7.2) und (7.3) ergab folgende mittle-
re Iterationsanzahlen bei 100 linearen Programmen mit m = n = 25 (vgl. Kuhn und Quandt [36],
1954):

| (7.1) (72) (7.3)
Mittlere Iterationsanzahl | 34.6 225 18.6

Zwar fithrt das Simplexverfahren mit den Regeln (7.2) und (7.3) im Durchschnitt in weniger
Iterationen zu einer Optimallosung als mit Regel (7.1), aber anderseits bendtigen diese beiden
Regeln einen wesentlich hoheren Rechenaufwand als (7.1). So berichten Goldfarb und Reid [22],
dass bei einem Linearen Programm mit m = 821 und n = 1055 beim Ubergang von Regel (7.1)
zu Regel (7.3) der Rechenaufwand fiir eine Simplexiteration im Mittel um 47% anwuchs, aber an
Stelle von 3976 Simplexiterationen mit der Spaltenauswahlregel (7.1) nur mehr 1182 Iterationen
notwendig waren, wenn die Spalte nach Regel (7.3) ausgewihlt wurde.
Iterationsformeln zur Berechnung der fiir die Auswahlregel (7.3) benétigten Grofien

wurden von Goldfarb und Reid [22] hergeleitet. Fiigt man die Vorzeichenbedingungen zu den
iibrigen Restriktionen hinzu, so erhilt man eine quadratische Restriktionsmatrix mit m + n
Zeilen und Spalten, die man in der Form

Ap Ay
(% %)
schreiben kann, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet. Dabei nehmen wir an, dass die ersten
m Spalten den Basisvariablen und die restlichen n Spalten den Nichtbasisvariablen entsprechen.

Nun ist . .
A —ALTA
H: =G ! = B B “IN
’ < 0 E )
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und die Spalten h; von H geben die Kantenrichtungen des Polyeders wieder, entlang derer,
ausgehend von der Ecke xp = Aglb, xny = 0, ein Eckentausch durchgefiihrt werden kann. Die
reduzierten Kostenkoeffizienten sind

¢j = (clp, v )h;.
Nach (7.3) soll die Austauschspalte so gewéhlt werden, dass

/
ch
mts fir 1<s<n

[

maximal wird. Zur rekursiven Berechnung der GréBen ||| ziehen wir die Sherman-Morrison
Formel heran:

Lemma 7.1 Sei G eine reelle, nichtsingulire, quadratische Matriz, v und v seien zwei reelle
Vektoren und o € R. Dann gilt

(G —ouw) ' =G =BG Iu’G™ mit é + ; =G . (7.4)

Der Beweis von Lemma 7.1 ist leicht durch Nachrechnen zu erbringen. Nach einem Austausch
der r-ten Basisvariablen gegen die s-te Nichtbasisvariable hat die Matrix G folgende neue Gestalt

G = (G +emtsler — em+s),)Pr,m+s (1<r<m,1<s<n),

wobei e, und e,,4s Einheitsvektoren sind und P, ,,+s eine Permutationsmatrix ist, die die r-te
und (m+s)-te Spalte vertauscht. Unter Verwendung von Lemma 7.1 und €], H = e, fir 1 <
s < n erhilt man mit

1

+ (er — emes) Hemys

a=-1und 8= 1
die Beziehung
P'r,m—l—sg = (Gpr,m—s—s)il = (G + em—i—s(er - em—i—s)/)il =

N Hem-‘,—s(er - em—l—s)/H
1+ (67" - 6m+s),H6m+s B (75)

m+s

_ g Hepis(elH—¢),., )

el Hepmxs
Multipliziert man (7.5) mit e;,4; (1 < j < n) von rechts, so erhélt man

/
T _ hm+s(erhm+s B 1) o hm+s .
Pr,m—l—shm—l-s - hm—i—s - / - J =35
erhm—l-s erhm+s

/
- € hm+j .
Pr,ersherj = hm+j — hmgs r J 7& S.
erhm—i-s
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Nun ist €).hptj = ar; (1 < j < n). Daher vereinfacht sich (7.6) zu

- 1
Pr,m+shm+s = fhm+s
Qrs
- arj . .
Premtilhmy; = hmtj— &LJ “hmys firj#s, 1<j<n.
TS
s
Daraus erhdlt man mit a,; := — die Rekursionsformel
Qrs
_ = = 1
Xs = hm+shm+8 = &TXS
rs (7.7)
Xj = }_llm.;.jﬁm—l—j = Xm+j — erjhlrn+jhm+s + dq%sz (.7 7é S)'

Man beachte, dass a,; bzw. a,; die Koeffizienten der r-ten Zeile im Simplextableau vor bzw.
nach der Pivotoperation sind. Die Formeln (7.7) lassen sich auch durch die Ausgangsdaten
ausdriicken:

xs = 1+ Agla|?

_ 1 7.8
XS - EL%SXS ( ) )
Xi = Xj—25(afA5T A ag) v atixs (G #9)

Die jeweiligen Werte von x; (1 < j < n) kénnen somit im Simplexverfahren leicht berechnet
werden. Eine giinstige Speicherplatzbelegung und Rechenorganisation wird in [22] angegeben.
Etwaige Rundungsfehler bei der Berechnung von y; beeinflussen nur die Auswahl der Pivotspalte
nicht aber die Genauigkeit des Verfahrens, und sind daher relativ harmlos. Aber es empfiehlt
sich trotzdem, von Zeit zur Zeit

Xi =1+ 45'a|* (G €N)

aus den Ausgangsdaten neu zu berechnen.

Goldfarb und Reid berichten {iber Testergebnisse an sechs grofleren linearen Programmen. So
benotigte etwa das Simplexverfahren mit Spaltenauswahlregel (7.3) bei einem aus der Praxis
stammenden linearen Programm mit m = 821,n = 1055 sowie 11719 von Null verschiedenen
Matrixelementen 1182 Iterationen, wihrend 3976 Iterationen notig waren, um dieses Problem
mit der Spaltenauswahlregel (7.1) zu 16sen. Die Rechenzeit pro Iteration bei Verfahren mit steil-
stem Anstieg war etwa das 1.47-fache der Rechenzeit pro Iteration des Standardverfahrens.
Der Frage, wieviel Iterationen das Simplexverfahren im Mittel (average behaviour) und im
schlechtesten Fall (worst case behaviour) benttigt, werden wir im Kapitel 26 nachgehen.



Kapitel 8

Die Behandlung von Gleichungen,
beschriankten Variablen und nicht
vorzeichenbeschriankten Variablen im
Simplexverfahren

Treten in der Formulierung eines linearen Programmes Gleichungen oder beschrinkte Variablen
der Form 0 < x < d auf, so kann man im Prinzip wie in Abschnitt 3 vorgehen, indem man eine
Gleichung in zwei Ungleichungen aufspaltet bzw. die Ungleichung « < d zu den Restriktionen
Az < b hinzufiigt. Dadurch wird die Koeffizientenmatrix A vergrofiert, was sich negativ auf
Rechenzeit und Rechengenauigkeit auswirken kann. Man kann jedoch den Ablauf des Simplex-
verfahrens leicht so modifizieren, dass Gleichungen und beschrinkte Variable ohne Vergréflerung
der Koeffizientenmatrix Beriicksichtigung finden.

Oft kommen auch Variablen ohne Vorzeichenbeschrinkungen in linearen Programmen vor. Auch
hier ist es nicht noétig, diese Variablen wie in Abschnitt 3 aufzuspalten, sondern Optimalitéts-
kriterium und Auswahlregel werden im Simplexverfahren leicht modifiziert, um diese Situation
mitzuberiicksichtigen.

8.1 Die Behandlung von Gleichungen

Liegt eine Restriktion als Gleichung vor, so wird wie bei der Zweiphasenmethode (Abschnitt
5.1) dafiir eine kiinstliche Variable eingefiihrt, und zunéchst eine Hilfszielfunktion, bestehend
aus der Summe dieser kiinstlichen Variablen, minimiert. Ist das Problem zul&ssig, so sind in
der Optimallosung dieses Hilfsproblems alle kiinstlichen Variablen Nichtbasisvariablen, und die
zugehorigen Spalten kénnen gestrichen werden. Das Verfahren wird mit der Maximierung der
urspriinglich gegebenen Zielfunktion fortgesetzt.
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Beispiel 8.1

Behandlung von Gleichungen

Maximiere x1 + 2x9 — I3
unter r1T + X2 < 4
201 4+ a2 + x3 = 5
ro — I3 = -1
Lj > 0 (] =1,2, 3)
Zu diesem LP wird zundchst das folgende Hilfsproblem aufgestellt:
Minimiere Y1 + Y2
unter T1 + T3 + x4 = 4
201 + x2 + x3 + Y = 5
— T2 + I3 + y =1
zj > 0(j=12,3,4)
y; = 0(j=1,2)
Da y1 +y2 = 6 — 2x1 — 2x3 erhdlt man als
Ausgangstableau
ry T2 X3
6| 2 0 2 | Hilfszielfunktion
0] 1 2 —1 | Zielfunktion
T4 | 4 1 1 0
Y1 5 2 1 1
Y2 1 0 -1 1
Tableau 1
Yyp T2 T3
1] -1 -1 1
_5 | _1 3 _3
2 2 2 2
3 1 1 1
L4 2072 2 T2
5 1 1 1
2! 2 PR 2
v | 1] 0 -1 1
Tableau 2
Yy T2 Y2
0] —1 0 -1
S
x| 2|-2 0 4
T 2 % 1 —%
I3 1 0 -1 1
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Damit ist die Optimallosung des Hilfsproblems erreicht. Die zu y1,y2 gehdrenden Spalten werden
gestrichen. Das ibrigbleibende Tableau ist aber ebenfalls optimal, daher lautet die Optimallosung

r1=2,20=0,23=1,2=1.

8.2 Beschriankte Variable

Die Bedingung 0 < z < d ist dquivalent mit
r+zxz=d, x>0, z>0.

Durch den Wert von x (bzw. Z) ist die jeweilige Komplementérvariable Z (bzw. z) eindeutig
bestimmt. Es geniigt daher, im Simplextableau eine der beiden Variablen mitzufithren. Man
muss jedoch fiir jede Zeile oder Spalte, die einer beschrinkten Variablen entspricht, festhalten,
ob sie x oder ¥ entspricht.

Im Simplexverfahren ist es nun noétig, die Zeilenauswahlregel zu modifizieren. Eine Nichtbasis-
variable, die nach oben beschrinkt ist, darf ja nicht beliebig grofi gemacht werden. Andererseits
diirfen durch eine Pivotoperation die Nichtnegativitdtsbedingungen fiir £ und z nicht verletzt
werden. Daher kann man folgenderweise vorgehen:

Es sei K die Indexmenge der beschrinkten Variablen mit den oberen Schranken d; (0 < d; <
00, i € K). Ferner sei N der Indexvektor der augenblicklichen Nichtbasisvariablen und B jener
der augenblicklichen Basisvariablen. s sei der Index der Austauschspalte. Ist N(s) € K, so darf
TN(s), DzW. T (s) nicht grofer als dy(s) gemacht werden. Damit die Werte der Basisvariablen
nichtnegativ bleiben, darf x () nicht groBer als f—?s gemacht werden, falls a;s > 0 ist. Schliellich
ist es moglich, dass auch eine Basisvariable zp(;) nach oben durch dp(;) beschrinkt ist. Damit
der Wert dieser Basisvariablen nach der Pivotoperation nicht gréfier als dp(;) wird, muss also

bi — dp
TN (s) < TB() fir a;s <0

gelten. Somit ist das Minimum von

bi bi — dp)
dN(s)7 {aw Qis > O} ) { Qi

zu bestimmen. Ist die Menge
{N(s)} N K)U{i| ajs >0} U{i] a;s <0, B(i) € K}

ais <0, B(i) € K}

leer, so gibt es keine endliche Optimalldsung. Wird das Minimum durch dy,) angenommen, so
muss die zur s-ten Spalte gehorende Variable durch ihre Komplementérvariable ersetzt werden.
Ersetzt man etwa in

a1+ ...+ apr, =b;

die Variable zs durch dy(s) — Zs, so erhélt man

ai1T1 + ..+ G s—1Ts—1 — CisTs + ... + QinTn = b; — aist(s)
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Daher wird der Ubergang zur Komplementirvariablen im Tableau durch folgende Transforma-
tion T'(s) vollzogen:

Qjo = Q0 — Qs * dN(s) (0 <i< m)

Qs = —0is
Wird das Minimum fiir b, /a,s angenommen, so ist eine Pivotoperation mit dem Pivotelement
ars durchzufiihren.
Die dritte Moglichkeit besteht darin, daf$ das Minimum fiir (b, — dpg(,))/a,s angenommen wird.
Dies bedeutet, dass nach einem Variablenaustausch die neue Nichtbasisvariable ihre obere
Schranke erreicht. Daher ist zuerst eine Pivotoperation mit dem Pivotelement a,s durchzufiihren.
Dabei éndern sich die Vektoren N und B. Danach ist die Transformation 7'(s) auszufiihren.
Die Rechenvorschrift lédsst sich damit folgenderweise zusammenfassen:

Algorithmus zur Losung des linearen Programms:

max{cz| Az <b, 0<z; <dj firj€ K, z; >0 fiir j#K} mitb>0.

Ausgangstableau a;; (0<i<m, 0<j<mn), Vektoren N und B enthalten mit Vorzeichen
versehene Indizes, wobei B(i) =t der Variablen x; und B(i) = —t der Variablen Z; entspricht.
Analog fiir N(j). k := 0.

1. Ist agj <0 (1 < j < n), so ist die Basislosung optimal. Setze

B bl B(’L) >0

IBe) = { dp —bi B(i) <0 (1<i<m) (8.1)
|0 N(j) >0

IN(G) = dN(j) N(]) <0 (1 <5< n) (8 2)

Terminiere.
Andernfalls gehe zu 2.

2. Wahle s so, dass

aps = 1Nax agp;.

1<j<n
3. Bestimme das Minimum der Groflen

dN(s) mlt N(S) (S K,
a;o . )
— mit a;s >0 (1 <i<m),
Ais
aio — dp() .

mit a;s <0, B(i) e K (1 <i<m)

Ajs

Ist die Menge

({N(s)}ﬂK)U{i| ais > 0, 1§i§m}U{z’| ais < 0, B(i) € K, 1§i§m}
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Abbildung 8.1: Zulédssige Punkte fiir das Beispiel 8.2

leer, so existiert keine endliche Optimallosung. Terminiere.
Wird das Minimum fiir dy s angenommen, so gehe zu Schritt 5.

a
Wird das Minimum fiir —> angenommen, so gehe zu Schritt 4.
Qs

arg — dB(r)
Qs

Wird das Minimum fiir angenommen, so setze k := 1 und gehe zu Schritt 4.

4. Fiihre mit a,s eine Pivotoperation durch. Vertausche die Elemente B(r) und N(s).
Ist £ =1, so setze k := 0 und gehe zu Schritt 5, sonst gehe zu Schritt 1.

5. Fiihre die Transformation 7'(s) durch:

aip = ajp — Gis - dn(s) (0<i<m)
Qijs = Qs -

Setze N(s) := —N(s) und gehe zu 1.

Beispiel 8.2
Mazximiere —x1 + 4xo

unter T — xo < 2
—r; + x2 < 3
i) S 4

(vgl. Abbildung 8.1). Durch Einfiihren einer Schlupfvariablen xs erhdlt man

1 — 29+ a3 =2, x3 > 0.
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Die zweite Restriktion ldsst sich nun als obere Schranke fiir xs deuten. Sie ist dquivalent mit
x3 < 5. Daher ist obiges Problem dquivalent zu

Maximiere —x1 + 4xo
unter T, — X9 +x3 =2
:E].ZO7 0§ﬂf2§47 0§3§'3§5

und man erhdlt als

Ausgangstableau
I T2
0] -1 4

z3 2] 1 —1

mit do = 4, d3 = 5. Die zweite Spalte wird Pivotspalte. Daher hat man das Minimum von

by —dsy

dy =4 wund =3

a12

zu bilden. Da das Minimum fiir den zweiten Ausdruck angenommen wird, ist zuerst eine Pivot-
operation mit —1 und dann eine Transformation T'(2) durchzufiihren:

ry T3 r1 T3
8] 3 4 T(2) : “12] 3 -4
T | =2 | -1 -1 T9 3| -1 1

Nun ist mit der ersten Spalte eine Pivotoperation und anschlieffend T'(1) durchzufiihren:

To I3 T2 X3
-3 3 -1 T(l) : —-15| -3 -1
z1 | =3 | -1 -1 T 1 1 -1

Damit lautet die Optimalldsung
T = ]-7 To = Oa

also
r1=1, zg =4, z=15.

Eine weitere mogliche Vorgangsweise zur Behandlung beschriankter Variablen wird in Ab-
schnitt 16 beschrieben.

8.3 Die Behandlung von Variablen ohne Vorzeichenbe-
schrinkung

Gegeben sei das lineare Programm

max{cz| Az <b, z; >0 fir 1 <j <k, k<n}.
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Ist cx+1 # 0, so nimmt die Zielfunktion zu bei VergroBerung von x4, falls cx+1 > 0 ist, und
sie nimmt zu bei Verkleinerung von xy1, falls cx11 < 0 ist. Eine Basislosung ist daher optimal,
wenn fiir alle Nichtbasisvariablen ohne Vorzeichenbeschriankung die relativen Kostenkoeffizienten
0 und fiir alle vorzeichenbeschréinkten Nichtbasisvariablen die relativen Kostenkoeffizienten < 0
sind. Als Austauschspalte kann einerseits jede Spalte mit ¢; > 0 genommen werden. Es kann
aber auch eine Spalte mit ¢; < 0 gewéhlt werden, sofern die zugehorige Nichtbasisvariable keinen
Vorzeichenbeschrankungen unterliegt.

Nehmen wir nun an, die s-te Spalte mit ¢, < 0 werde als Pivotspalte gewédhlt. Dann lautet
das Restriktionensystem, wenn wir mit ,41,...,Zn+m die (augenblicklichen) Basisvariablen
bezeichnen, und z; fiir j = 1,2,...,n; j # s gleich 0 setzen:

Tnti = by — Qs (1 << m)

Aus der Vorzeichenbeschréanktheit der Basisvariablen z,; (1 < i < m) ergeben sich nun folgende
Bedingungen fiir den Wert von x,:

b.
Ts < —‘l, falls a;s > 0

Ais

und

bA
xs > —, falls a; < 0.
Qis

Da x; negativ gewéhlt werden soll, ist die erste Bedingung keine Einschrinkung fiir 5. Wohl
aber muss die zweite Bedingung bei der Auswahl der Pivotzeile beriicksichtigt werden. Man
muss daher die Zeilenauswahlregel folgenderweise modifizieren:
Ist ¢s > 0, so wihle man als Pivotzeile eine Zeile r, fiir die gilt

br . bz
— = 1Min —
Qrs Ajs

Ist ¢s < 0, so wihle man als Pivotzeile eine Zeile r, fiir die gilt

ais > 0,2Zp) vorzeichenbeschrénkt} .

i = min{ bi ais < 0,2p) Vorzeichenbeschréinkt} .

‘ars‘ |ais|

Sind die Mengen {i| a;s > 0, zp(;) vorzeichenbeschrinkt} im Falle cs > 0 bzw. {i| ais < 0,2
vorzeichenbeschrinkt} im Falle ¢; < 0 leer, so besitzt die gestellte Optimierungsaufgabe keine
endliche Optimallésung. Man terminiert.

Andernfalls fithrt man mit a,, eine Pivotoperation durch. Zusammengefasst fithren diese Uber-
legungen auf folgenden Algorithmus:

Algorithmus zur Lésung des linearen Programms

max{cz| Az <b, z; >0 fir j € K, b>0.}

Ausgangsdaten: Tableau a;; (0 <i<m,0<j<n), Vektoren N und B enthalten Indizes der
Nichtbasis- und Basisvariablen.
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1. Ist apj <0 fiir N(j) € K und ag; = 0 fiir N(j) € K, so ist die Basislosung optimal. Setze

xB(z) = bi (1 <3< m) (8.3)
xN(j) =0 (1 S j S n) (8.4)

und terminiere.
Andernfalls gehe zu Schritt 2.

2. Wahle s so, dass
laps| = max (max{agj\ N(j) € K}, max{]aoj\‘ N(@j) & K})

Ist ags > 0, so gehe zu 3, sonst gehe zu 4.

3. Ist I := {i] ajs >0, B(i) € K} =0, so gehe zu 5, andernfalls zu 6.
4. Ist I :={i] a;s <0, B(i) € K} =0, so gehe zu 5, andernfalls zu 6.
5. Es existiert keine endliche Optimalldsung. Terminiere.

6. Zeilenauswahlregel:

Bestimme r so, dass

ao . { a;o
= min
’ars’ ‘ais‘

z‘eI}

7. Fiithre mit a,s eine Pivotoperation aus, und gehe zu 1.

und gehe zu 7.

Beispiel 8.3

Maximiere 1 + 2x9
unter ry — To < 2
Ty + g < 1
T1, T2 beliebig
Ausgangstableau
X1 i)
0] 1 2
rz3 |2 1 -1 K =1{3,4}
x4 | 1 1 1
Tableau 1
X T4
2| -1 =2

T3 3 2 1
T2 1 1 1

Nun wird die erste Spalte Pivotspalte, jedoch ist I = (). Daher gibt es keine endliche Opti-
mallésung.
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Z1

o \(}- Zielfunktion

Abbildung 8.2: Menge der zuléssigen Punkte fiir das Beispiel 8.3

8.4 Eine Anwendung: Lineares Ausgleichsproblem

Gegeben seien n + 1 linear unabhéngige Vektoren ag,aq,...,a, € R™ (m > n). Es werde ein
x € R™ gesucht, so dass

n
lao = ajzjlos (8.5)
j=1

minimal wird. Dieses Problem tritt etwa auf, wenn die wahrscheinlichste Losung x eines iiber-
bestimmten Gleichungssystems

n
Zaijxj:aio (izl,...,m)

=1

gefunden werden soll. Dabei wird der Ausdruck wahrscheinlichst so interpretiert, dass das Ma-
ximum der Absolutbetrige

n
|ai0—2aijxj\ (i:1,...,m)
7=1

minimal wird. Somit ist das Problem (8.5) dquivalent zu folgendem linearen Programm:

Minimiere xg unter den Restriktionen

n
zo+ ) ajwy > apo (i=1,...,m)
Jj=1
3 ; 8.6
ro— Y, ayxy > —aip  (i=1,...,m) (8.6)
Jj=1

JZjGR
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Da die Losung

T 1= lrgnifg(n |aiol

zj:=0 (1<j<n)
fiir obiges LP zuléssig ist, besitzt das lineare Programm (8.6) zuléissige Punkte. Addiert man
fiir ein festes i zwei der obigen Ungleichungen, so folgt g > 0. Daher ist die Zielfunktion
nach unten beschrénkt und folglich besitzt (8.6) eine endliche Optimallosung. Da ag von den
Vektoren ay, ..., a, linear unabhéngig war, ist der Optimalwert von xg positiv. Daher kann man
eine Koordinatentransformation

=—,y;=— (1<5<
Yo = s U= (1<j<n)

durchfiihren, die (8.6) in das folgende LP iiberfiihrt

Maximiere 9 unter

Y >0, y; €R (1<j<n).

so wird (8.7) dquivalent zu

7=0
0<2z<2 (1<i<m) (8:8)
Y >0, y; €R (1<j<n)

Dieses lineare Programm (8.8) kann nun vorteilhaft mit den Methoden der Abschnitte 8.1 — 8.3
gelost werden. Man wihlt anfangs 21, ..., z,, als Basisvariable und kombiniert nun die Schritte
des Simplexverfahrens fiir nicht vorzeichenbeschrénkte Variablen mit den Regeln des Simplex-
verfahrens fiir Variablen mit oberen Schranken. Dabei kann der Fall eintreten, dass der reduzierte
Kostenkoeffizient ¢5 einer nicht vorzeichenbeschrénkten Variablen yy(,) negativ ist und in der
Spalte s nur Elemente a;s > 0 stehen. In diesem Fall ist das Minimum der Gréflen

aio — dp(i)

Ais

fiir G > 0 (8.9)
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zu bestimmen, wobei die zur Zeile i gehtrende Basisvariable durch dpg(;) beschrénkt ist. Durch
das Minimum dieser Ausdriicke (8.9) wird die Pivotzeile r festgelegt. Dann wird mit a,s eine
Pivotoperation durchgefiihrt. Anschlieend wird die neue Nichtbasisvariable durch ihre Kom-
plementérvariable ersetzt, d.h. es wird eine Transformation 7'(s) durchgefiihrt. Im Falle eines
positiven reduzierten Kostenkoeffizienten ¢; und Spaltenelementen a;; < 0 wird analog vorge-
gangen.

Beispiel 8.4 Man bestimme eine mdoglichst gute Niherungslosung des Gleichungssystems

I =
1)
T + T2 =

I
NN

Das zugehdérige lineare Programm (8.8) lautet:

Mazimiere yo unter den Restriktionen

Y1 + 2 = 1
Y2 + 29 = 1
0 + y1i + v + 23 = 1
0 < 2z < 2 (1=1,2,3)
Yy = 0
y1 € R
2 € R
Ausgehend vom Tableau
Yo Y1 Y2
oy 1 0 O
Z1 1 0 1 0
Z9 1 0 0 1
zZ3 1 4 1 1

fiihrt man zundchst mit agy = 4 eine Pivotoperation durch, und erhdlt

1 1 1 1

~2| "2 T1 "1

21 1 0 1 0
Z9 1 0 0 1
1 1 1 1

Yo 1 1 1 1

Nun wdhlt man etwa s = 2, und erhdlt aufgrund der obigen Bemerkungen r = 1, da z1 < 2.
Somit fihrt man zuerst mit a1o eine Pivotoperation durch und ersetzt anschlieffend z1 durch
Z21=2—2:
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<3 <1 Y2 Z3 <1 Y2

0ol =1 1 _1 1y 1 1 _1

4 4 4 2 4 4 4

y1 | 1 0 1 0| w1 | -1 0 -1 0
zo | 1 0 0 1 22 1 0 0 1
wlo| - 4 w34 %

Wie oben erhdlt man nun s = 3,r = 2, und muss nach der Pivotoperation wieder zo durch die
Komplementdrvariable Zy ersetzen:

23 21 22 23 Z1 22
1y 1 1 1 3| _-1r _1 _1
1 1 1 1 1 1 1 1
vy | —1 0 -1 0| w1 | -1 0 -1 0
Yo 1 0 0 1 yo | —1 0 0 -1
1 1 1 1 3 1 1 1
Yo 1 1 i 1 Yo 1 1 1 1
Damit ist die Optimalldsung erreicht. Sie lautet yy = yo = —1, yg = %. Die Riicktransformation
auf die Variablen xg,x1,xo liefert
4 4
To= 5, L1 =22 =3



Kapitel 9

Simplexinterpretation des
Simplexverfahrens

Dantzig [14] hat anhand eines Mischungsproblems aufgezeigt, woher der Simplexalgorithmus
seinen Namen hat. In Anlehnung an seine Ausfithrungen werden wir zeigen, dass dem Ubergang
von einer Basislosung zur néchsten, geometrisch ein Simplex entspricht. Aus dieser geometrischen
Interpretation leitet sich der Name des Verfahrens ab.

Gegeben sei das Mischungsproblem: Minimiere z mit

cary + ... + cpxry, = 2
ary + ... + apxrn, = b
r 4+ ... + T, = 1
i > 0(@=1,...,n).
Wir fassen die Spalten (¢;,a;)" (j =1,...,n) als Koordinaten von Punkten P; in der (z,v)-Ebene

auf. Dann lisst sich obiges Ungleichungssystem schreiben als

n n
z .
;Pﬂj:(b), S =twz0 i)

d.h. zuléssig sind die Konvexkombinationen der Punkte P;, die auf der Geraden v = b liegen.
Die Optimallosung liefert jener Punkt auf der Geraden v = b, der die kleinste Abszisse hat (vgl.
Abbildung 9.1).

Wie bestimmt nun das Simplexverfahren diese Optimallosung? Eine zuléssige Basislosung

entspricht einem Punktepaar P;, P;, so dass die Strecke ﬁPj die Gerade v = b schneidet. Denn
nimmt man x; und x; als Basisvariable, und setzt man z; = A, so folgt ; = 1 — A, und wegen
zn = 0 weiter Aa; + (1 — A)a; = b. Die Umkehrung folgt analog. In Abbildung 9.1 wire etwa
durch Py, P; eine zuléssige Basislosung bestimmt.
Um festzustellen, ob diese Basislésung optimal ist, berechnet man die Gerade durch P;, P; und
bestimmt sodann den Abstand der Punkte Py, (k =1,2,...,n) von dieser Geraden in z-Richtung.
Dieser Abstand entspricht genau den relativen Kostenkoeffizienten: Durch Multiplikation der
Zeilen mit kg und k1 und anschlieSender Subtraktion eliminiere man die Basisvariablen aus der
Zielfunktion

cxr, + ... + cpry = 2
ary + ... + apr, = b | ko e
r + ... 4+ T, = 1 ’ -k

65
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Abbildung 9.1: Beispiel zur geometrischen Interpretation eines Mischungsmodells mit n =7

Daraus ergeben sich fiir kg, k1 die Bestimmungsgleichungen

c;, = koai-i-kl
¢ = koaj+k1

d.h. P;, P; liegen auf der Geraden z = kgv + k1. Schneidet man die Gerade v = a; mit dieser
Geraden, so erhilt man als horizontalen Abstand des Punktes P von der Geraden z = kgv + kq
den Wert

ek — (koag + k1) = ¢.

Dies ist aber gerade der reduzierte Kostenkoeffizient ¢;. Beim betrachteten Minimierungsproblem
ist die Basislosung optimal, wenn ¢y > 0 gilt, d.h. alle Punkte liegen rechts von der Geraden
durch die Punkte P; und P;. Anderenfalls wihle man ein Py mit ¢; < 0. Meist wird ein Punkt
Py, gewahlt, fur den ¢; minimal ist (Spaltenauswahlregel (7.1)). Durch P, P;, P, wird nun ein
Simplex erzeugt. Zwei Kanten dieses Simplices werden von der Geraden v = b geschnitten, eine
Kante entspricht der alten Basislosung, die andere der neuen Basislosung (vgl. Abbildung 9.2).

Die hier gegebene Interpretation des Mischungsproblems ist ein Spezialfall einer zweiten
moglichen geometrischen Deutung von linearen Optimierungsproblemen. Gegeben sei das lineare
Programm

max{c'z| Az =b, x>0}

mit einer m x n-Matrix A (m < n). Wir fithren einen Vektor u = (ug, u1, ..., uy)" ein durch
n
ug = Z CjTj
=1
n
u; = Zaijxj (1<i<m)
=1
Dann ist
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P2 Co
P &
C1 Ps

Abbildung 9.2: Basisaustausch ausgehend von Basislosung, bestimmt durch Ps, Pr. Es ist é& =
min{¢é, ¢z, C5 }. Basisaustausch durch Simplex P,PsP;. Neue Basislosung: P, Pr. Ein weiterer
Simplexschritt (P, P2, Pr) ist notwendig, bis Optimallosung erreicht ist, die durch P;, P; erhalten
wird.

das Bild des positiven Orthanten unter der linearen Abbildung, die beziiglich des kanonischen
Koordinatensystems durch die Matrix
C/
(%)

beschrieben wird. Somit ist U ein polyedrischer Kegel im R™*!. Ferner entspricht der Menge
{(c'z,b1,...,by)| © € R"} eine Gerade im R™*!, parallel zur ug-Achse. Schneidet diese Gerade
den Kegel nicht, dann gibt es keine zuléssige Losung. Andernfalls ist der Durchschnitt entweder
eine Strecke oder ein Halbstrahl, was den beiden anderen Méglichkeiten bei linearen Programmen
entspricht. Die Interpretation des Mischungsproblems erhilt man, indem man den Kegel mit der
Ebene uy = 1 schneidet.
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Revidiertes Simplexverfahren



Kapitel 10

Das revidierte Simplexverfahren

Bei der bisher betrachteten Version des Simplexverfahrens wurden die Spalten der Koeffizienten-
matrix transformiert, die zu den Nichtbasisvariablen gehoren. Man kann fragen, ob wirklich alle
diese Elemente stets betrachtet werden miissen, oder ob man nicht mit weniger Rechenschritten
und Speicherbedarf ebenfalls zum Ziel kommt. Dies ist tatséchlich der Fall im sogenannten
revidierten Simplexverfahren, in dem nicht jeweils die ganze Koeflizientenmatrix transformiert
wird, sondern nur die jeweilige Basisinverse berechnet und gespeichert wird. Zusammen mit
den gegebenen Anfangsdaten lisst sich dann rasch die ganze Information gewinnen, die zur
Durchfithrung des néchsten Schrittes notwendig ist.

Um die notwendigen Informationen zur Durchfithrung einer Iteration im Simplexverfahren
zu erhalten, ist es notwendig, drei lineare Gleichungssysteme zu 16sen: Die augenblickliche Ba-
sislosung g = b erhiilt man als Losung von Agpzp = b. Um die reduzierten Kostenkoeffizienten
zu berechnen, ist

&y =y — gA5 An

zu bestimmen. Setzt man
= A]_STCB, (10.1)

so erhilt man
6]\] = CN — A/Nﬂ'

durch Multiplikation der Matrix A’y mit dem Vektor 7. Nach (10.1) ist 7’ Losung des linearen
Gleichungssystems

' Ap = c.
Zum Nachweis, dass keine endliche Lésung existiert bzw. zur Bestimmung der Pivotzeile ist die
Kenntnis von

Qg 1= Aglas
notwendig, wobei as der Vektor der Pivotspalte ist. as ldsst sich wieder durch das Losen des
linearen Gleichungssystems

Apas = as

69
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gewinnen. Somit miissen drei lineare Gleichungssysteme geldst werden, zwei mit der Koeffizien-
tenmatrix Ap und eines mit der Koeffizientenmatrix A, ndmlich

Apzp = b, (10.2)
T = cp, (10.3)
Apds = as. (10.4)

Die Losung dieser Gleichungssysteme ist einfach, wenn man die Inverse von Ap kennt. Liegt das
lineare Programm in der Form

max{c'x| Az < b, x>0} mit b >0

vor, so ist anfangs Ap = F und Agl = FE. Wir wollen uns nun iiberlegen, wie sich die Basisinverse
bei einem Basiswechsel dndert. Um die Zielfunktion mitzuberiicksichtigen, erweitern wir die
Basismatrix um eine Zeile und Spalte, und setzen

Dann ist .
prm (1) (1),
0 Ag 0 Ay
Beim Basisaustausch wird nun die Spalte d, (r > 1) von D = (dy,d1,...,d,,) durch die Spalte
( Cs ersetzt, wobei diese Spalte im Ausgangsproblem der Nichtbasisvariablen x, entspricht,

aS
die jetzt neu in die Basis aufgenommen wird. Man erhalt:

D= <d07"'7dr1>( 25 >7dr+1a"'7dm> .

Da
1 Cs 0
0 1
D™'D = Grs :
1 0
0 QAms 1
ist, erhdlt man D~' = T'D~! mit
drs _Es
1 &rs _ar—l,s
T— 1 . (10.5)
Qs ~ -
—Qr41,s Qrs

—Ams Qrs
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Also ergeben sich die neuen Elemente Jij von D! aus den Elementen d;; von D! durch folgende

Formeln:

- Qisyi . )
dij = dij — LT 0<i<m, i#r,
Ays
- drj . .
drj::ﬁ 0<j<m,i=r
Ays

(10.6)

Das Losen der drei Gleichungssysteme erfordert daher im Rahmen des Simplexverfahrens ledig-
lich O(m?) arithmetische Operationen. Wiirden die Gleichungssysteme hingegen isoliert vorlie-

gen, so wiirden O(m?) arithmetische Operationen zu ihrer Lésung benotigt werden.

Im revidierten Simplexverfahren wird also anstelle der reduzierten Matrix Ay jeweils Agl
berechnet. Da die Ausgangsbasis bei einem zuléssigen Problem (b > 0) stets Ap = E ist, beginnt
man mit Ag,l = F, und fiihrt folgenden Algorithmus durch:

Revidiertes Simplexverfahren mit expliziter Inverser zur Liosung von

Ausgangsdaten:

max{c'xz| Az < b, x>0} bei b > 0.

1 =
d; =
i,m—+1 { bZ 1 < ; <m

1. Berechne fir k € N:

2. Ist fir alle k € N :

m
51@ =ci + Z dojajk.
j=1

v =0 (k€N), zpg) = dim1

optimal und hat den Zielfunktionswert —do m+1. Stop.
Andernfalls gehe zu 3.

cx <0, so ist die augenblickliche Basislosung

(1<i<m)
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3. Wihle s so, dass ¢s = maxgen C.
4. Berechne G;s = Z;nzl dijajs (1 <i<m) und setze ags = Cs.
5. Ist fir alle i mit 1 < i <m die Zahl a;s <0, so gibt es keine Optimallosung.
Stop.
Andernfalls gehe zu 6.
6. Widihle r so, dass
d d;
TLLH = min{ leH Qjs > 0}.
Qs Qis
7. Fihre die Pivotoperation (10.6) durch:
Qe d sy . . .
B d ) TS
dyj 1= =2 i=r, 0<j<m+l.
Qrs
8. Seize
B(r):=s
Ne={l,....,n+m}\{B@)| 1 <i<m}
dij = dij f’L'L'T alle i,j

und gehe zu 1.

Das revidierte Simplexverfahren ist besonders dann vorteilhaft, wenn die Optimierungsauf-
gabe wesentlich mehr Variablen als Restriktionen hat. Im Fall des revidierten Simplexverfahren
werden nédmlich nicht die m x n Eintréige der Matrix Ay transformiert, sondern nur die (m x m)-

Basisinverse Agl.

Beispiel 10.1 Wir betrachten die Mischungsaufgabe

Minimiere x1 + 3xo+ 6x3+ Txg + dxs + 226
unter dzy 4+ 6+ bas + 33y + a5+ 206 = §
1 + Totaxztaratast+as=1
x; > 0firj=12,...,6.
Die Ausgangsdaten lauten
T1 T2 T3 T4 Ty Te | b
1 3 6 7 5 2|0
4 6 5 3 1 2|1
1 1 1 1 1 1)1

Wiihlt man x3 und x4 als erste Basisvariable, so erhdlt man als erste (erweiterte) Basismaztriz

D

1 6
0 5
01

— W
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Py

Py

v="7/2

'z

Abbildung 10.1: Graphische Interpretation der Mischungsaufgabe von Beispiel 10.1 im Sinne des
Abschnitts 9

Damit erhdlt man als erste Basisinverse D™, sowie fiir b=D"1b:

z T3 Ty b CNLl
11 _uw|_z| _u
2 2 4 2
1 3 1 1
0 3 —3| 1 2
1 5 3 1
0 -3 3] 1 f]

Als reduzierte Kostenkoeffizienten ergeben sich nach Punkt 1 des Algorithmus:

Da wir die Zielfunktion minimieren, wihlen wird die Pivotspalte durch einen minimalen redu-
zierten Kostenkoeffizienten. Somit konnen wir die zu x1 gehérende Spalte als Pivotspalte wihlen.
Damit werden die kursiv gesetzten zur Spalte a1 gehorenden Daten zu obiger Tabelle hinzugefiigt.
Die Zeilenauswahlregel ergibt, dass x3 gegen x1 ausgetauscht wird. Die entsprechende Pivotope-
ration liefert

o
|
—_
i
N—= N
w
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Als reduzierte Kostenkoeffizienten erhdilt man
o =14, ¢3 =11, ¢5 = —14, ¢ = —11.

Somit wird x5 in die Basis aufgenommen und man fiigt die transformierte (kursiv gesetzte)
Spalte as zu obiger Tabelle hinzu. Als Pivotelement ergibt sich dse, d.h. es wird x4 gegen xs
ausgetauscht. Die entsprechende Pivotoperaton liefert

z X T5 b ag

4 19 5 5

L3 =3 |-3|3

1 1 5 1

O 3 —3| 6| 3

1 4 1 2

0 -3 3] 6l 3

Als reduzierte Kostenkoeffizienten erhdlt man

- 14 19 _ 14 5
Co=—,C3=—, C4=—, Cg= ——.
R T

Daher wird xg in die Basis aufgenommen und man fiigt die kursiv gesetzte Spalte zu obigen
Tableau hinzu. Das Pivotelement wird asg, also wird x5 gegen xg ausgetauscht und man erhdlt

z X1 Te B
1 5
1 3
0 5 —1]| 3
1 1
0 —5 2| 3
Nun ist ¢ = 3, ¢3 = %, Cy = %, ¢s = 5. Also ist die Optimallosung
3 1
xlzz, x2:x3:x4:x5:0, .%'621.

Die Abbildung 10.2 zeigt den schrittweisen Austausch der Simplices nach der Interpretation des
vorigen Abschnittes.

Die nachfolgende Rundungsfehleranalyse des revidierten Simplexverfahrens zeigt, dass
die Rundungsfehler beliebig gro3 werden kénnen. Das revidierte Simplexverfahren ist also nicht
numerisch stabil. Dies bestétigen auch die numerischen Erfahrungen, denn bereits bei Beispielen
mit ca. m = 50 kdonnen Rundungsfehler die Losung sehr stark beeinflussen und verfélschen.

Bezeichnen wir die Gleitkommaoperationen fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division mit gl(a * b), wobei der Operator * fiir +, —, -, : steht, so gilt

glla+b) = a(l+e1)E£b(l+e9)
gllaxb) = (axb)(1+ey) fir =€ {-:}.
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Py

v="7/2

P

'z

Abbildung 10.2: Ausgehend von der Basislosung P3, Py wird Ps gegen P ausgetauscht, dann Py
gegen Ps und schliellich P5; gegen Py

Ferner konnen wir annehmen, dass die nichtnegativen Gréfien
€1, €2, E3 =&, €4 =¢&:

durch die Maschinengenauigkeit € nach oben beschrankt sind. Soll nun der Vektor u =

(u1,...,up) durch eine Pivotoperation mit dem Vektor v = (vy,...,vy) und Pivotelement
vs in den Vektor w = (w1, ..., wy,) iibergefithrt werden, so gilt
u u
ws = gl (—5> =(1+n)
Vs Vs

Vils

1+ +0)(1+m) fiir i #s.

S S

v;u
w; = gl(ui— Z}s):w(l—i-m)—

Setzen wir

su o Jwan fir i=s
S wip — (o + T+ o + oy + T+ o) filr i # s

so erhalten wir )
U—(Uz + du;) fir i =s
(i + Ous) — o (us + dus)  fir i # s.

w; =

Daher erhilt man fiir die Pivotoperation 7" = (E - i(v — es)e;> (vgl. Transformation (10.5)):
w = gl(Tu) = T(u + ou)

d.h. die Rundungsfehler wirken sich so aus, dass der im Gleitkomma berechnete Vektor w sich als
exakte Transformation eines gestorten Vektors u darstellen ldsst. Wenn keine Einschrinkungen
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fir das Pivotelement vs gemacht werden, kdonnen die Komponenten von du nicht beschrénkt

werden. Es gilt
&

|0u;| < |ui| € + Jug| (26 4 32 + £3).

S

Ist |vs| relativ klein gegeniiber |v;| - |us|, dann kann die rechte Seite der Ungleichung beliebig
grof} werden.

Diese Uberlegungen waren der Ausgangspunkt fiir eine Stabilisierung des Simplexverfahrens,
die im n#chsten Abschnitt besprochen werden soll.

Eine andere Form des revidierten Simplexverfahrens erhilt man, wenn man an Stelle der
expliziten Speicherung der Basisinversen die Transformationen (10.5) speichert. Diese Transfor-
mationen lassen sich sehr kompakt speichern, da sie sich nur in einer Spalte von einer Einheits-
matrix unterscheiden. Speichert man diese Spalte sowie den zugehérigen Spaltenindex, so hat
man die ganze bendtigte Information. Dieses Vorgehen hat den weiteren Vorteil, dass dinne
Matrizen (d.h. Matrizen mit nur wenig Elementen # 0) bei diesem Vorgehen erhalten bleiben,
wihrend beim Ubergang zur Basisinversen sehr viele Nicht-Null Elemente auftreten kénnen. Da-
her verwenden die meisten kommerziellen Codes ein revidiertes Simplexverfahren in Produktform
mit speziellen Speichertechniken fiir diinne Matrizen.
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Das Simplexverfahren mit
LU-Zerlegung

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, ist das Simplexverfahren anfillig gegeniiber Rundungs-
fehlern. Bartels [4] gab eine Version an, die numerisch stabil ist und auf der LU-Zerlegung der
Matrix Ap beruht. Ausgangspunkt sind die drei Gleichungssysteme (10.2)

/ / ~
Apxp =b, m Ap = cg, Apas = as,

wobei Ap eine quadratische nichtsinguldre Matrix ist. Jede quadratische nichtsinguldre Matrix
ldsst sich aber, gegebenenfalls nach Zeilen- und Spaltenvertauschungen, in eine obere und eine
untere Dreiecksmatrix zerlegen. D.h. es gilt

PAp =LU

mit einer Permutationsmatrix P, einer unteren Dreiecksmatrix

1 0 0

L= l?l
0
lml lm,mfl 1

und einer oberen Dreiecksmatrix

Uir - e Ulm,

U= 0
0 ... 0 umm

Ist die Zerlegung von Ap in L und U bekannt, so kann jedes der Gleichungssysteme (10.2)
auf zwei gestaffelte Gleichungssysteme zuriickgefithrt werden, die sich sehr leicht rekursiv 16sen
lassen. Gilt etwa Agzp = b und PAg = LU, so setzt man Uzxp = v und erhilt Lv = Pb.
Die Losung dieser Systeme lautet, wenn die Permutationsmatrix P der Permutation ¢ von
{1,2,...,m} entspricht,

v = b<p(1)7 Vg = b(p(Q) — lglvl, ce
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also

i—1
vi:b@(i)_zl’ikvk‘ (i:1,2,...,m)
k=1

und

1 m
= - Y w =m,m—1,...,1).
T; w (vl ulkazk> (t=m,m )

k=i+1

Somit ist die Kenntnis von P, L und U ebensogut, wie die von AEI. Numerisch gesehen bringt sie
sogar noch Vorteile, so bleiben etwa gewisse Eigenschaften von Apg bei der LU-Zerlegung erhalten
(Bandmatrizen, diinne Matrizen), die beim Ubergang zur inversen Matrix verloren gehen. Da
die Koeffizientenmatrix grofler Systeme meist diinn ist, bietet die LU-Zerlegung daher auch
erhebliche Speicherplatzvorteile.

Zu klaren bleibt, wie sich die LU-Zerlegung der Basismatrix &ndert, wenn man ein Element der
Basis austauscht. Die Basismatrix vor dem Austausch sei

AB:(a17"'aam)

mit Spaltenvektoren a1, as, ..., an. In Ap werde nun die r-te Spalte gestrichen und an die letzte
Stelle trete die neue Spalte as. Die neue Basismatrix hat daher die Form

Ag = (a1, Qr—1,0r41,- .., 0m, Gs).
Wegen LU = PAg gilt nun
L'PAg = (L 'Pay,...,L7'"Pa,_1,L7'Pa,41,..., L7 Pay,, L™ Pay)
= (ul, ey U1y Upg Ly e v v s Upn, L_lPaS) = H

H hat die Form

hll hlm

0 .

0 h'r"r
hr—l—l,r
0O ... 0 0 cor himm

H ist eine obere Hessenbergmatrix mit Nullelementen in der Subdiagonale der ersten r — 1
Spalten. H ist bekannt, da L~!Pag bei der Auswahl der Austauschzeile berechnet wird.

Durch Gauss-Elimination kann H auf Dreiecksform gebracht werden. Zunschst fithren wir dazu
eine Zeilenvertauschung durch, falls

|Rit1,i] > [hail.
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Dies entspricht einer Linksmultiplikation mit einer Permutationsmatrix P; der Form

1 0

(11.1)

_— O
O =

0 1

Dabei ist p;; = pit1,i+1 = 0, Pit1,; = piji+1 = 1. Durch diese Zeilenvertauschung erreicht man,
dass entweder das neue Subdiagonalelement gleich 0 ist, oder dass das Diagonalelement h;; der
neuen Matrix einen gréfleren Betrag hat, als das Subdiagonalelement h;1 ;. Multipliziert man
im zweiten Fall die Matrix von links mit einer Matrix der Form

1 0
M, L 11.2
0 1
wobei
m; = —M
hii
ist, so verschwindet das Subdiagonalenelement. (Man beachte, dass h;; # 0 gilt!) Multipliziert
man daher H von links alternierend mit Matrizen P; und M;, wobei jedes P; (i =7,...,m — 1)
entweder eine Einheitsmatrix ist oder die Form (11.1) hat, und jedes M; (i = r,...,m — 1)

entweder eine Einheitsmatrix ist oder die Form (11.2) hat, so erhélt man wieder eine obere
Dreiecksmatrix U: - -
U=Mp_1Ppn-1...M,P.H. (11.3)

Daraus erhilt man H zu
H=p°P ‘M7t ... Pt MU,

Die dabei auftretenden inversen Matrizen sind sehr leicht berechenbar, denn P[l = P,und M ;1
erhilt man aus M;, indem man das Vorzeichen des Subdiagonalelements m; umkehrt. Setzt man

D:=P.M ... Py 1M,
so erhilt man folgende Zerlegung der neuen Basismatrix Apz
PAg=LH = LDU. (11.4)

LD ist nur dann wieder eine untere Dreiecksmatrix, wenn alle Permutationsmatrizen gleich der
Einheitsmatrix sind.

Im Simplexverfahren werden nun iterativ Basisaustauschschritte durchgefithrt. Ausgehend
von einer Basis B(g) geht man zu B(y), dann zu B() bis By, liber. Man erhilt

PAp,, = LUy

L™'PAp,, = Hy = DiUy = PAg, = LD\U;
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Dy 'L7'PAp, = Hy = DyUy = PAp, = LD1DyUs.
Daher erhélt man folgende Zerlegung fiir die Basismatrix A By
PAp,, = LD1D;...DyU. (11.5)

Wie kann man nun (11.5) dazu verwenden, die linearen Gleichungssysteme (10.2) einfach zu
16sen? Betrachten wir zunéchst ein Gleichungssystem der Form

Apgx =b. (11.6)
Zur Losung von (11.6) 16st man zunéchst das gestaffelte Gleichungssystem
Lt = Pb
und fiihrt dann die Transformation
w=(Dy...Dy)" ' (11.7)
durch. Anschliefend 16st man das gestaffelte Gleichungssystem
Urr = w,
dessen Losung auch Losung von (11.6) ist, denn
t=D1...Dpw
Lt=LD,...Dyw= LD, ... DyUgx = PAp, x = Pb.
Auf dhnliche Weise 16st man ein Gleichungssystem der Form
:c'AB(k) =b. (11.8)
Zunéchst 16st man wieder das gestaffelte Gleichungssystem
WU, =1

Dann transformiert man

v =h(Dy...Dy)7 ! (11.9)
und 16st erneut ein gestaffeltes Gleichungssystem
(Pz)L =",
Wenn man
o'P~'PAp,, = («'P')(LD: ... DyUy) = (Px)'LD; ... DyUy = V/

betrachtet, erkennt man infolge von v = (Pz)'L und h' = v'D; ... Dy, die Richtigkeit dieses
Vorgehens. Man beachte, dass die Transformationen (11.7) und (11.9) auf einer Rechenanlage
sehr effizient durchgefiihrt werden kénnen.
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Ist das Ausgangssystem als Ungleichungssystem mit b > 0 gegeben, so ist anfangs P = L =
U = E, d.h. P und L brauchen im Folgenden nicht weiter beachtet werden. Rundungsfehler
konnen durch die Ausdriicke

|6 — Apxp| bzw. ||cg — 7' Ap|| (11.10)

kontrolliert werden. Bei der praktischen Durchfithrung des Simplexverfahrens empfiehlt es sich
eine erneute LU-Zerlegung der Matrix Ap vorzunehmen, wenn die Normen (11.10) eine gewisse
vorgesehene Grofle infolge unvermeidlicher Rundungsfehler {iberschreiten.

Es kann nun gezeigt werden, dass die Storungen, die durch Rundungsfehler hervorgerufen
werden, beschréankt werden kénnen ohne Festlegung einer speziellen Reihenfolge fiir Variablen,
die in die Basis eintreten oder sie verlassen. Dadurch erh&dlt man ein numerisch stabiles
Verfahren. Die Fehlerabschéitzungen werden bei Bartels [4] durchgefiihrt.

Beispiel 11.1
Maximiere 1 + X9

unter r1 + 2x9 < 4
21‘1 — T2 § 3
r1 + a2 <3

x, > 0 (1=1,2)

Die Ausgangsmatriz, deren Spalten den Variablen x1, xs,...,x5 entsprechen, ist

1 2
A= 2 -1
1 1

o O =

0 0
1 0
0 1
Wir haben anfangs N = (1,2) und B = (3,4,5) mit Uy = L = P = E. Nun ist nach dem

Simplezverfahren s = 1, r = 2. Somit wird die zweite Spalte in Uy gestrichen und an die letzte
Stelle tritt die zu x1 gehdrende Spalte. Auf diese Weise erhdlt man die erste Hessenbergmatriz

= o O

1 1
H =10 2
0 1

Die augenblickliche Basis ist By = (3,5,1), Ny = (2,4). Trianguliert man die Hessenbergma-
trix Hy so erhdlt man Hy = Py - Uy mit

1 00 1 0 1
P=(001], Ui=|011
01 0 0 0 2
Wir losen nun
ApyrBy), = 0.

Zundchst ist Lt = b. Daher ist t = b und

4
szlt: 3
3
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Die Lésung von Ulsz(l) = w ergibt

1 01 3 4 T3 2.5
011 T5 = 3 | =1 =5 = 1.5
0 0 2 I 3 X1 1.5

Nun lgsen wir 7' Ap,,, = 033(1)' Dazu lésen wir zundchst h'U; = 693(1):

1 01 0
(hi,ho,h3) | 0 1 1 | =(0 0 1)=h= 0
00 2 0.5

Nun ist v' = h'(Py)~ = (0,0.5,0). Daraus folgt sofort
(Pr)L =v" = 7' =" =(0,0.5,0).
Somit berechnen sich die reduzierten Kosten zu
0 2
(Cs4,¢2) = (0,1)—(0,0.5,0) [ 1 -1
0 1

= (0,1) — (0.5,—-0.5) = (—0.5,1.5)

Daher wird xo in die Basis aufgenommen. Zur Bestimmung der Variablen, die die Basis verldsst,

maussen wir
AB(l)ag = ay

losen. Analog wie vorhin, erhalten wir

2 1 01 ai2 2 2.5
w = 1 und 01 1 ag = 1 = a9 = 1.5
—1 0 0 2 as3o —1 —0.5

Daher wird etwa aze das Pivotelement und x5 verlisst die Basis. Nun gilt B(g) = (3,1,2), Ny =
(4,5) und

11 2
Hy=1 01 1
0 2 -1

Man beachte, dass man die letzte Spalte bereits bei der Bestimmung des Vektors w zur Lisung
von AB(l)ZLS = ag berechnet hat. Die Triangulierung von Ho ergibt Hy = P2M2_1U2 mit

100 1 00 11 2
P=[00 1], M 0 10, Up=|0 2 -1
010 0 —3 1 o0 3

g

|

=

.

s

(=

|

[a)
NI = O
= o O

w

Il
Sl [VUNSURTEN
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und
1 1 2 T3 4
0 2 -1 1 = 3
o0 3 o 3

liefert die Losung xo =1, x1 = 2, x3 = 0. Nun ldsen wir 7T/AB(2) = 033(2)-'

11 2 0
(M he h3 )| 02 =1 |=(0 1 1)=h=| 3
00 3 1
Die Transformation auf v liefert
1 00
V=hWMPP=(0 3 0)[0 10]=(001)
0 —3 1
und ™ = v'. Somit berechnen sich die neuen reduzierten Kosten zu
00
(€4,¢5) = (0,0) — (0,0,1) { 1 0 | =(0,0)—(0,1)=(0,-1) <O0.
01

Also ist die zuletzt gefundene Lisung optimal, und es gilt
T = 2, Tro — 1.

Die LU-Zerlegung der Matrix Ap ist nicht die einzige Moglichkeit zur Stabilisierung des Sim-
plexverfahrens. So kann zum Beispiel das Simplexverfahren auch durch eine Cholesky-Zerlegung
von ApA’y stabilisiert werden (vgl. Murty [39]).

ApAy = LL

Allerdings ist dann die untere Dreiecksmatrix L im allgemeinen keine diinne Matrix, selbst wenn
Ap diinn ist. Fiir Uberlegungen zur Zerlegung und zum Updaten diinner Matrizen beim Sim-
plexverfahren siehe Forrest und Tomlin [18]. Ohne Schwierigkeiten kann beim Simplexverfahren
mit LU-Zerlegung die Spaltenauswahl nach der Regel (7.3) vorgenommen werden. Der Leser
iiberlege sich, welche Modifikationen dazu vorgenommen werden miissen.
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Duale lineare Programme



Kapitel 12

Duale lineare Programme

Jedem linearen Programm kann man ein anderes LP zuordnen und zwischen diesen beiden
Problemen bestehen wichtige Beziehungen. Der primalen Aufgabe

Maximiere ¢’z unter den Restriktionen Az < b, = >0
entspricht das duale Problem
Minimiere b’y unter den Restriktionen A’y > ¢, y > 0.

Somit gehen die Koeffizienten der Zielfunktion in den Restriktionenvektor des dualen Problems
iiber, ferner die Matrix A in die transponierte Matrix A’ und der Vektor b der rechten Seite in
den Vektor der Zielfunktionskoeffizienten. An die Stelle eines Maximierungsproblems tritt ein
Minimierungsproblem. Offenbar ist das duale Problem der dualen Aufgabe gleich der primalen
Aufgabe, daher ist die Festsetzung primal-dual rein willkiirlich.

Wie verhalten sich nun Gleichungen beim Ubergang zum dualen Problem? Betrachten wir
ein lineares Programm mit einer Gleichung und den Vorzeichenbedingungen:

max{c'z| d’r =b, x >0} = max{dz| a’z < b, —d'xz<—b, x>0}

Dual dazu ist
min{by; — byz | ay1 —ay2 > ¢, y1 >0, y2 > 0}.

Setze y := y; — yo. Dann ist y nicht vorzeichenbeschrankt und man erhélt:
min{by| ay > ¢, y € R}.

Damit erhilt man folgende Zuordnungsregeln zwischen zueinander dualen Programmen:

Primales System Duales System

Zielfunktion (— max) Konstanten
Konstanten Zielfunktion (— min)
Koeflizientenmatrix Transponierte Koeffizientenmatrix
Relationen: Variable:

i-te Restriktion ist Ungleichung < y; >0

i-te Restriktion ist Gleichung y; nicht vorzeichenbeschrénkt.
Variable: Restriktionen:

z; >0 j-te Ungleichung > ¢;

x; nicht vorzeichenbeschrénkt j-te Restriktion ist Gleichung

85



86 Duale lineare Programme

Das primale und das duale Problem lassen sich leicht in folgendem Diagramm ablesen
( “Tucker-Diagramm”):

Variable y1 >0 ... wymn>0] Relation | Konstanten
120 aiy am1 > c1

primales Problem | | 5 > a1n o Amn > n
Relation < < < maxz
Konstanten by ... bm > min v

— duales Problem

Beispiel 12.1 Das duale Problem zu

Maximiere x1 + 2x9 unter den Restriktionen
I S 4
221 +x20 < 10
—z1+ 22 < 5
x; > 0 firi=1,2
lautet

Minimiere 4y1 + 10y + 5ys3 unter den Restriktionen

y1 +2y2 —ys > 1
y2  t+ys = 2
yi > 0 firi=1,2,3.

Auch die duale Aufgabe zu einem Problem besitzt eine (6konomische) Interpretation, wenn
diese auch meist nicht so auf der Hand liegt wie die Deutung des primalen Systems. Dies sei am
Transportproblem gezeigt:

Beispiel 12.2 Duales Transportproblem
Das Transportproblem (vergleiche Abschnitt 1.2.4) ist das Problem eines Produzenten, einen
Plan festzulegen, wie die von ihm hergestellten Waren mdglichst giinstig an die Abnehmer
versandt werden. Nun kommt ein Unternehmer, der meint, den Versand kostengiinstiger
durchfiihren zu kdnnen, zum Produzenten und bietet ihm an, seine Waren am Erzeugungsort zu
kaufen und am Bestimmungsort wieder zu verkaufen. Der Preis der Produkte in dieser Transak-
tion variiert von Ort zu Ort und wird vom Unternehmer im voraus festgesetzt. Er muss jedoch
die Preise so wdhlen, dass sein Angebot attraktiv fiir den Hersteller ist. Somit muss der Unter-
nehmer Preise uq, ..., Uy fir die m Produktionsorte und vy,...,v, fir die n Bestimmungsor-
te wdhlen. Um gegeniiber den herkémmlichen Transportmdoglichkeiten konkurrenzfihig zu sein,
miissen seine Preise

vi—u; <y (1<i<m,1<j<n) (12.1)

erfillen, da v; — u; den Betrag pro Einheit darstellt, den der Hersteller zahlen muss, wenn er
ewne Finheit der Ware am Ort © verkauft und am Ort j zurickkauft. Unter den Bedingungen
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(12.1) wird der Unternehmer seinen Gewinn maximieren. Dies fihrt auf das Problem
n m
Mazimiere Z bjvj — Z a;u; unter
j=1 i=1
vj—ui <¢j (1<i<m,1<j<n).
Dies ist das duale Problem zum Transportproblem.

Wegen der folgenden Sitze spielen duale lineare Programme in Theorie und Praxis eine so
grofle Rolle. Das primale Problem sei

(P) max{c'z| Az <b, >0}
und das dazu duale Problem bezeichnen wir mit (D):
(D) min{b'y| A’y > ¢, y >0},

Mit Mp bezeichnen wir die Menge der zuldssigen Lésungen des primalen Problems und mit Mp
jene des dualen Problems. Dann gilt

Satz 12.1 (Dualititssatz):
Besitzt eine von zwei zueinander dualen linearen Optimierungsaufgaben eine endliche Opti-
mallosung, so besitzt auch das andere Problem eine endliche Optimallésung und der Optimalwert
der beiden Zielfunktionen ist gleich:

da* =by*.

Zum Dualitétssatz gibt es verschiedene Beweise, einer beruht auf der Anwendung des Sim-
plexverfahrens (Dantzig [14]). In den n#chsten Abschnitten wird der Dualitdtssatz mit Hilfe
eines Trennungssatzes und der Alternativsitze der linearen Algebra bewiesen.

Eine Abschwichung des obigen Resultates ist folgender

Satz 12.2 (Schwacher Dualititssatz):
Fiir jede zulissige Losung x von (P) und fiir jedes zulissige y von (D) gilt

dr <by. (12.2)
Beweis: Aus A’y > ¢,z > 0 und Ax < b folgt

dx <y Az < 9/b.

Unmittelbar aus (12.2) erhélt man

Korollar: Ist T € Mp und 3§ € Mp mit T = V', so sind T und 7 Optimallésungen des primalen
bzw. des dualen Programms.

Aus Satz 12.1 und Satz 12.2 folgt dann der nachstehende Existenzsatz

Satz 12.3 (Ezistenzsatz)
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1. Besitzen (P) und (D) zulissige Liésungen, so besitzen beide Probleme endliche Opti-
mallésungen.

2. Besitzt nur eines der beiden Probleme zuldssige Losungen, so besitzt diese Aufgabe keine
endliche Optimallosung.

3. Besitzt ein Problem zwar zulissige Losungen, aber keine endliche Optimalldsung, so hat
die dazu duale Aufgabe keine zuldssigen Punkte.

Bewezs:
1. Besitzen beide Probleme zulissige Losungen x und y, so gilt nach (12.2)
dx <y,

d.h. dz ist auf Mp nach oben beschrinkt und nimmt daher auf Mp sein Maximum an.
Nach Satz 12.1 ist dann aber ¢'z* = b'y*. Also besitzt auch das duale Problem eine endliche
Optimallésung y*.

2. Ann.: x € Mp, Mp = 0.

Hétte (P) eine endliche Optimallosung, so hitte nach Satz 12.1 auch (D) eine endliche
Optimallésung im Widerspruch zu Mp = 0.

3. x € Mp, 'z unbeschrinkt.

Gibe es ein § € Mp, so wiire nach (12.2) 'z < b'y. Also wiire ¢’z beschrinkt im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Daher ist Mp = ().

|

Ein wichtiges Resultat ist auch der nachfolgende Satz vom komplementéren Schlupf, der

notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angibt, dass zuldssige Losungen x von (P) und
y von (D) Optimallosungen sind.

Um Zeilen- und Spaltenvektoren einer Matrix zu unterscheiden, fithren wir folgende Schreib-

weise ein: a;. bezeichne den i-ten Zeilenvektor der Matrix A und a.; den j-ten Spaltenvektor von

A.

Satz 12.4 (Satz vom komplementiren Schlupf, Tucker, 1956)
Besitzen (P) und (D) zuldssige Losungen x und y, so sind die Bedingungen (12.3) und (12.4)
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitdt von x und y.

;>0 = ay=c¢ (12.3)

!/
a;y>c; = ;=0

yi >0 = ax=10 (12.4)
ag,m <b = y; = 0.
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Beweis:

1. Aus Az < b, > 0und A’y > ¢, y > 0 sowie dz = by folgt (Az)'y < Vy = dz =
2 (Ay—c) <0=a'(Ay —¢) = 0. Dies ergibt (12.3).

2. (12.4) folgt aus (A'y)'x > x = y'b, denn y/(Ax — b) > 0 und y > 0, Ax < b implizieren
y'(Az — b) = 0.

3. Gelten fiir x € Mp und y € Mp die Beziehungen (12.3) und (12.4), so folgt '(A'y — ¢) =
y'(Az —b) = 0 und daher 'z = 2’ A’y = b'y. Nach dem schwachen Dualitétssatz sind dann
x und y Optimallésungen.
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Kapitel 13

Eine Anwendung der
Dualitatstheorie: Der Hauptsatz der
Spieltheorie.

Die frithe Entwicklung der linearen Optimierung, insbesondere der Dualitétstheorie, hing eng
zusammen mit Untersuchungen auf dem Gebiete der Spieltheorie durch J. von Neumann. Das
Interesse, das von Seiten der Spieltheorie vorhanden war, trug ganz wesentlich zur schnellen
Entwicklung der linearen Optimierung in den vierziger und fiinfziger Jahren des 20. Jahrhun-
derts bei. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie der Minimax-Satz fiir Zweipersonen-
Nullsummenspiele, der auch als Hauptsatz der Spieltheorie bezeichnet wird, aus dem Dualitéits-
satz der linearen Optimierung gefolgert werden kann.

Endliche Zweipersonen-Nullsummenspiele lassen sich folgenderweise kurz beschreiben. Jedem
der Spieler k (k = 1,2) steht eine endliche Menge von Strategien ¥ zur Verfiigung. Ferner ist
eine Auszahlungsfunktion A : ¥; x 3y — R gegeben, die besagt, dass Spieler 2 a;;-Einheiten
an Spieler 1 zu zahlen hat, falls Spieler 1 die Strategie o; € ¥1 und Spieler 2 die Strategie
7; € Yo gewdhlt haben. Spiele dieser Art heifien Nullsummenspiele, weil alles, was der eine
Spieler verliert, der andere Spieler gewinnt.

Beispiel 13.1 Beide Spieler kénnen “Kopf” oder “Zahl” raten. Raten beide das Gleiche, so hat
der erste Spieler gewonnen, anderenfalls der zweite Spieler. In diesem Fall sind die Strategien-
mengen X1 = Yo = { “Kopf”, “Zahl”} und die Auszahlungsmatriz hat folgende Form

| K Z
K|[+1 -1
Z| -1 +1

Beispiel 13.2 Der erste Spieler habe die Strategien o1, 02,03 zur Verfligung, der zweite Spieler
4 Strategien T, To, T3 und 74. Die Auszahlungsmatriz habe folgende Gestalt

‘ L T2 T3 T4
o1 -4 2 3 -1
02 5 -1 2 =2
o3 1 2 3 0
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Der Spieler 1 wird versuchen, den Betrag, den er erhilt, zu maximieren. Also wird Spieler 1
eine Strategie o; wihlen, fiir die min; a;; maximal wird. Dies ist im obigen Beispiel die Strategie
03. Andererseits wird Spieler 2 versuchen, seinen Verlust zu minimieren. Daher wird er eine
Strategie 7; wéhlen, fiir die max; a;; minimal wird. Dies ist im obigen Beispiel die Strategie 74.
Es sei
v] = maxmin a;;, ¥ = Minmax a;;.
(2 J J (2

Dann ist v; der Mindestgewinn, den Spieler 1 erreichen kann und wve der grofite Verlust, den
Spieler 2 bei rationalem Verhalten einplanen muss. Gilt v; = v, so sagt man, dass Spiel besitze
einen “Gleichgewichtspunkt”. Im Beispiel 13.1 gibt es keinen Gleichgewichtspunkt, wohl aber in
Beispiel 13.2 fiir (03, 74). Man kann sich aber leicht iiberlegen, dass in jedem Falle

v1 < U

gilt. Denn aus a;; < max; a;; folgt min; a;; < min; max; a;; = vg fiir alle 1 <4 < m. Daher ist
v] = max; min; a;; < vs.

Treffen die Spieler die Wahl ihrer Strategien durch Zufall und nicht aufgrund rationaler
Uberlegungen, die vom jeweiligen Opponenten einkalkuliert werden konnten, so kann der Er-
wartungswert von vy eventuell noch erhcht und der Erwartungswert von vo méglicherweise noch
erniedrigt werden. Aus diesen Uberlegungen fithrte J. von Neumann gemischte Strategien ein:
Die Strategienmenge fiir Spieler k sei Xy = {01, ...0px)}- Dabei kann die Anzahl m noch von
k abhingen. Eine gemischte Strategie x = (x1,...,y,)" ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf der Menge der reinen Strategien Yi. Fiir eine gemischte Strategie gilt daher

0, €S
Anstelle der Auszahlungsfunktion tritt nun die erwartete Auszahlung
A(z,y) = Z Z ria;y; = ' Ay.
g

Nehmen wir nun an, Spieler 1 wihlt die Strategie x und Spieler 2 bemerkt dies. Spieler 2 wird
nun seine gemischte Strategie y so wihlen, dass A(z,y) minimal wird. Das heifit, bei festem x
ist der erwartete Gewinn fiir Spieler 1

v(z) = min{z’Ay| > y; =1, y; > 0},
J

Nach dem Hauptsatz der linearen Optimierung (Satz 3.4) wird das Minimum in einer Ecke des
zuléissigen Bereiches {y| >’ jyi=1y > 0} angenommen. Die Ecken dieser Menge entsprechen
den Einheitsvektoren des R™. Daher entspricht die Optimallésung y* etwa der reinen Strategie
7j. Somit gilt

v(x) = min Qi T5.
(@) = min Y ayr,
7
Spieler 1 muss also seine Strategie so wihlen, dass v(z) maximal wird

V1 = mg?xmjm;aija:i (13.1)
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(v1 existiert, da v(z) stetig auf der kompakten Menge {z| >  x; = 1,x; > 0} ist). Die Beziehung
(13.1) lasst sich folgenderweise als lineares Programm schreiben

max v unter den Restriktionen

IN

v

m
Zaijxi
=1

m
=1

x; > 0, v beliebig.

Ersetzt man v durch —u, so erhdlt man

min v unter den Restriktionen (13.2)
m
U+ Z aj;jri = 0
i=1

m
Yo =
i=1
u beliebig, z; > 0.
Analog hat Spieler 2 bei fester Wahl einer gemischten Strategie y den erwarteten Verlust
v(y) = max Z aijy;.
J
Spieler 2 muss also y so wahlen, dass er
Y

U9 = min max Z aijy; (13.3)
J

erhilt. Die Beziehung (13.3) lésst sich schreiben als

min w unter den Restriktionen

n
w2 Zaijyj
j=1

n
doui =1
j=1

w beliebig, y; > 0

Ersetzt man w durch —z, so erhélt man das dquivalente lineare Programm

max z unter den Restriktionen (13.4)
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z+ Z aijy; < 0

J
v =1

J
z beliebig, y; > 0.

Nun sind aber (13.2) und (13.4) ein Paar zueinander dualer linearer Programme. Beide besitzen
zulédssige Losungen. Daher gibt es nach den Sétzen 12.3 und 12.1 gemischte Strategien z* fiir
Spieler 1 und y* fiir Spieler 2, so dass

v =¥ Ay* = vy
gilt. Damit haben wir gezeigt

Satz 13.1 (Minimaz-Satz fiir Zweipersonen-Nullsummenspiele; J. von Neumann)
Fiir ein endliches Zweipersonen-Nullsummenspiel gibt es stets Strategien x* fiir Spieler 1 und
y* fiir Spieler 2, so dass der maximale erwartete Gewinn des Spieler 1 gleich dem minimalen
erwarteten Verlust des Spielers 2 ist, d.h. fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen x auf 31 und
y auf Yo gilt

o Ayt < ¥ Ayt < o Ay, (13.5)

(13.5) besagt, dass durch (z*,y*) ein Gleichgewichtspunkt oder Sattelpunkt erreicht wird.
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Trennungssitze fiir konvexe Mengen

Der Dualitétssatz der linearen Programmierung ist eng mit Trennungssétzen fiir konvexe Mengen
verbunden. Daher wollen wir zunéchst in diesem Abschnitt einige Resultate iiber die Trennung
konvexer Mengen mittels Hyperebenen herleiten.

Zunéchst sei daran erinnert, dass eine Teilmenge C' C R" konvex heiflt, wenn sie mit zwei
Punkten z und y auch die ganze Verbindungsstrecke Ax 4+ (1 — A)y (0 < XA < 1) enthélt.

Eine Hyperebene H = {z| a’x = ag} trennt die konvexen Mengen A und B, wenn fiir alle
x € A und alle y € B gilt:

dzr <ag, dy>ap. (14.1)

Das Hauptresultat dieses Abschnittes wird sein, dass man zwei disjunkte, nichtleere konvexe
Mengen im R"™ stets durch eine Hyperebene trennen kann (vgl. Abbildung 14.1).

Satz 14.1 Sei C eine nichtleere, konvere Menge im R™ und y ein Punkt, der nicht im topolo-
gischen Abschluss C' der Menge C' liegt. Dann gibt es eine Hyperebene H durch den Punkt y, so
dass C' ganz in einem von H erzeugten offenen Halbraum liegt.

Die Aussage und der Beweis von Satz 14.1 wird durch Abbildung 14.2 verdeutlicht.

H

Abbildung 14.1: Trennung der konvexen Mengen A und B durch eine Hyperebene H
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Abbildung 14.2: Zu Satz 14.1 und seinem Beweis

Beweis von Satz 14.1: Sei § = infzec ||z —y|| > 0. Da f(z) = |[z — y|| stetig ist und auf
der kompakten Menge C' N {z| ||z — y|| < 20} ihr Minimum annimmt, gibt es einen Punkt
2o = zo(y) € C mit ||zg — y|| = 0.

Sei nun x € C'. Infolge der Konvexitit von C' gilt fiir alle A mit 0 < A < 1:

20 + Mz — 20) € C und ||zg + Mz — 0) —y||2 > ||xo—y||2.

Daraus folgt
2A(zg — ) (z — z0) + N2||z — x0)* > 0.

Strebt nun A von rechts gegen 0, so erhilt man (zo—y)'(x—x0) > 0, d.h. (xo—y)'z > (zo—y)'zo =

(xo — )"y + (z0 — y)'(z0 — y) = (20 — y)'y + 0>
Somit trennt die Hyperebene

H={z| (xo —y)'z = (w0 — y)'y}

den Punkt 3 von der Menge C. Wegen 62 > 0 liegt C in einem der beiden offenen Halbriume,
die von H erzeugt werden. [ |

Man kann diesen Satz leicht auf den Fall erweitern, dass y Randpunkt von C ist. Dann wird

H eine Stiitzhyperebene von C'. Eine Stiitzhyperebene H = {x|a’x = ag} einer (nicht notwendig
konvexen) Menge C' ist eine Hyperebene, fiir die gilt

HNC #0,
Ve e C:dx > ap.

Satz 14.2 Sei C eine nichtleere. konvere Menge im R™, C' # R", und y ein Randpunkt von C.
Dann gibt es eine Hyperebene durch y, die C' in einem ihrer Halbrdume enthdlt.

Satz 14.2 besagt also, dass es zu jedem Randpunkt y einer konvexen Menge C eine Stiitzhyper-
ebene von C gibt (vgl. Abbildung 14.3).
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Abbildung 14.3: Stiitzhyperebene an die Menge C

Beweis von Satz 14.2: Sei {y} eine gegen y konvergente Folge von Punkten y; ¢ C. Ferner
sei ay := zo(yx) — yx die nach Satz 14.1 konstruierte Folge, deren Elemente wir auf die Linge 1
normieren. (Die normierten Vektoren bezeichnen wir wieder mit ay). Dann gilt

!/ . /
apyr < inf apx.
Rk = zeC ®
Da {ax} beschrankt ist, hat {ay} eine konvergente Teilfolge {a,} mit dem Grenzwert a. Fiir

dieses a und alle z € C gilt:

! . / . ! /
ay = lim a < lim a, x =a'x.
y r—00 Yk = r o0 kr

Nun zeigen wir den Trennungssatz fiir konvexe Mengen im R™:

Satz 14.3 Seien C1,Cy disjunkte, nicht-leere konvexe Mengen im R™. Cs sei offen. Dann gibt
es eine Hyperebene, die C1 und Cy trennt, d.h.

adr < B < ay fir alle x € Cy,y € Cs.

Beweis: C:={y—z| z € C1, y € Cy} ist eine offene, konvexe Menge, die 0 nicht enthilt, denn
C = U,ec, 1y — =] y € Ca} ist als Vereinigung offener Mengen offen und C1NCy =0 =0 ¢ C.
Daher gibt es nach Satz 14.1 oder 14.2 eine Hyperebene H, so dass C' ganz in einem von H
erzeugten Halbraum liegt, d.h. Ja : ¢/(y — ) > 0 = /0. Setze f := inf ¢, a’y. Dann gilt

adr < B<ady.
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Kapitel 15

Alternativsiatze und der Beweils des
Dualitatssatzes

Es sei A eine reelle (m x n)-Matrix mit beliebigem Rang und b € R™. Dann gilt

Satz 15.1 Entweder besitzt
Ax =b (15.1)

eine Losung x € R™ oder das Gleichungssystem

Aly=0, by=1 (15.2)
besitzt eine Losung y € R™, aber beide Systeme sind nicht gleichzeitig lGsbar.
Beweis:

1. Wire z € R Losung von (15.1) und y € R™ Losung von (15.2), so wére

0= (Az)y =a2'A'y = b'y = 1. Widerspruch.

2. Ist (15.1) nicht losbar, so ist b linear unabhingig von den Spaltenvektoren der Matrix A.

/
Der Rang von A sei r. Somit hat die (n + 1) x m-Matrix < 4 ) den Rang r 4+ 1. Dann

b/
hat aber auch die (n 4 1) x (m + 1)-Matrix

(717)

den Rang r + 1. Daher hat das inhomogene lineare Gleichungssystem (15.2) den gleichen
Rang wie das zugehorige homogene System. Somit ist (15.2) losbar.

|
Satz 15.2 Entweder besitzt
Az =b, >0 (15.3)
eine Losung x € R™ oder es besitzt
Aly >0, by <0 (15.4)

etne Losung y € R™, aber beide Systeme sind nicht gleichzeitig l0sbar.
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Abbildung 15.1: Der von a',a?, a® erzeugte Kegel

Bevor wir Satz 15.2 beweisen, wollen wir ihn geometrisch interpretieren. Sind a', . .., a™ Vektoren
im R™, so bezeichnet man mit K (a!,...,a") := {37, a’z;| 2; > 0} den von den Spaltenvektoren
a’ erzeugten Kegel.

(15.3) besagt nun, dass b im Kegel liegt, der von a', ..., a" erzeugt wird. Ist dies nicht der
Fall, so gibt es eine Hyperebene durch den Nullpunkt, die b vom Kegel trennt. Dies ist aber die
Aussage von (15.4).

1

Satz 15.2* Entweder ist b € K(a',...,a") oder es gibt eine Hyperebene durch den Nullpunkt,
die b vom Kegel trennt.

Beweis:
1. Wire z eine Losung von (15.3) und y eine Losung von (15.4), so wire

0>by=(Az)y =2"A'"y > 0. Widerspruch.

2. Hat Az = b keine Losung, so gibt es nach Satz 15.1 ein § mit A’y = 0, b’y = 1. Dann ist
y := —y Losung von (15.4).

3. Sei nun fiir jede Losung x von Ax = b mindestens eine Komponente negativ. Dann ist
b¢ K(a',...,a"). Der Kegel K(a',...,a") ist eine abgeschlossene, konvexe Menge C; im
R"™. Andererseits ist

Cy:={a-ulllu->l|<e a>0}

fiir ein hinreichend kleines £ > 0 eine offene konvexe Menge im R"™ mit C; N Cy = 0 (vgl.
Abbildung 15.2).

Nach Satz 14.3 gibt es daher eine Hyperebene H = {y| a'y = ap}, die C; und C3 trennt,
d.h. fiir w € Cq und fiir v € Cy:
au>ay > adv.

Da 0 € (4, gilt ag < 0. Andererseits ist ab € Cy fiir beliebig kleines, aber positives a.
Daher ist ag = 0. Somit gilt fir u =a’ (j =1,...,n): @’/ > 0 und fiir v =b: a’'b < 0.
Daher erfiillt y := a das System (15.4).
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T2,

(&1

Abbildung 15.2: Zum Beweis von Satz 15.2

|
Satz 15.2 ist dquivalent zum beriithmten Farkas-Lemma, das sich auch so aussprechen léasst:
Satz 15.3 (Lemma von Farkas, 1902):
Folgende zwei Aussagen sind dquivalent:
Fiir alle y mit A’y >0 gilt b'y > 0. (15.5)
Es gibt einen Vektor x > 0, so dass Az = b. (15.3)

Die Aquivalenz der beiden Sitze 15.2 und 15.3 lisst sich auf folgende Weise zeigen:
Bewets:

I. Aus Satz 15.2 folgt Satz 15.3:

(1) Gilt (15.3), so hat A’y > 0, 'y < 0 keine Losung. Daher folgt (15.5).
(2) Gilt (15.3) nicht, so gilt (15.4). Also gibt es ein y mit A’y > 0, b’y < 0 im Widerspruch
zu (15.5).
IT. Aus Satz 15.3 folgt Satz 15.2:

(1) Gilt (15.3), so ist wegen (15.5) das System (15.4) nicht losbar.

(2) Gilt (15.3) nicht, so gilt (15.5) nicht. Da A’y > 0 stets mit y = 0 1osbar ist, gibt es
ein y mit A’y >0, b’y < 0. Also ist (15.4) erfiillt.

Eine weitere geometrische Deutung des Lemma von Farkas ist Satz 15.3*.

Satz 15.3* Der Halbraum {y| t'y > 0} enthdilt den polyedrischen Kegel {y| A'y > 0} genau
dann, wenn der Vektor b im Kegel K (a',...,a") liegt, der von den Vektoren a',...,a"™ aufge-
spannt wird.
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Der folgende Satz, der auf Tucker [1956, Theorem 1] zuriickgeht, folgt aus dem Lemma von Farkas
und spielt eine fundamentale Rolle beim Beweis des Dualitétssatzes der linearen Optimierung:
Satz 15.4 Die Systeme A'y > 0 und Ax =0, x > 0 besitzen Lésungen T,y mit

Ay+z>0. (15.6)
(Dabei ist das Grofserzeichen in (15.6) komponentenweise zu verstehen!)

Beweis: Die Spaltenvektoren von A bezeichnen wir mit a/ (1 < j < n). Fiir festes k betrachten
wir die folgenden beiden Systeme:

S aluy=—ab, ;20 (j#K) (15.7)
it
und 3 )
dy>0,a"y>0 (1<j<n, j#k). (15.8)

Setzt man b = —a”, so ist nach Satz 15.2 das System (15.7) oder das System (15.8) losbar. Ist
(15.7) lésbar, so gibt es ein (k) € R™ mit A:Tc(k) =0, z(k) > 0 und zx(k) = 1. Ist (15.8) losbar,
so gibt es ein (k) € R™ mit A'g(k) > 0 und a*'g(k) > 0. Sei nun Z; = {k| (15.7) losbar}, Z; =
{k| (15.8) losbar}. Es ist Z3 U Zs = {1,2,...,n}. Setzt man

_ [0 falls Z; =0 _ [0, falls Zo = 0)
- z(k), sonst T y(k), sonst
. keZy k Y keZs k
soist A’y >0, Az=0, 2 >0und A'y+2z > 0. (]

Als unmittelbare Folgerungen von Satz 15.4 erhélt man zwei klassische Resultate von Stiemke
und Gordan:

Satz 15.5 (Stiemke, 1915): Fir A # 0 sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:
Az =0, = > 0 hat keine Lisung. (15.9)
Ay >0, A’y # 0 hat eine Losung. (15.10)

Beweis: Nach Satz 15.4 gibt es Vektoren Z,y mit A’y > 0, ATz > 0 und A’y + T > 0. Hat
(15.9) keine Losung, so folgt aus (15.6), dass (15.10) eine Losung besitzt. Hat jedoch (15.9) eine
Losung mit « > 0, so ist nach dem Beweis zu Satz 15.4

'y>0,d"y>0 1<j<nj#k)

fiir jedes k = 1,...,n nicht 16sbar. Daher ist (15.10) nicht 16sbar. [ ]
Auch der folgende Satz ergibt sich aus Satz 15.4:

Satz 15.6 (Gordan, 1873): Fir A # 0 sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:
Az =0, z >0 hat eine Losung x # 0. (15.11)

A'y > 0 hat keine Lésung. (15.12)
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Beweis: Hat A’y > 0 keine Losung, so folgt wieder aus (15.6) die Losbarkeit von (15.11).
Umgekehrt folgt aus dem Beweis von Satz 15.4, dass (15.11) keine Losung besitzt, falls A’y > 0
eine Losung besitzt. [ |

Eine reelle (nxn)-Matrix A heiit schiefsymmetrisch, wenn A = — A’ gilt. Fiir schiefsymmetrische
Matrizen kann man nun zeigen (vgl. Tucker, [1956, Theorem 5)):

Satz 15.7 Sei A eine reelle, schiefsymmetrische (n x n)-Matriz. Dann gibt es ein w € R™ mit
Aw >0, w >0 und Aw +w > 0.

Beweis: Man betrachte die beiden Systeme

(5 o () () -0 (£) 0

Dabei ist F, eine Einheitsmatrix mit n Zeilen und Spalten. Nach Satz 15.4 gibt es Vektoren
Z,y,Zzmit § >0, Ay >0, z—Az=0,z>0, 2>0, y+z >0, Ay+ zZ > 0. Daraus folgt
g+ Az > 0. Setzt man w := 9y + Z, so ist Aw = Ay + AZ > 0,w > 0 und Aw + w > 0. [

Dieser Satz ist die Grundlage eines Beweises von Goldman und Tucker [1956] zum Dualitéitssatz
der linearen Optimierung. Gegeben seien zwei zueinander lineare Programme:

(P)  max{cz| Az <b, x >0}
(D)  min{b'y| Ay>c, y>0.}

Dabei ist A eine (m x n)-Matrix, z und ¢ sind Vektoren im R", b und y sind Vektoren im R™.
Den zuldssigen Bereich des primalen bzw. dualen Problems bezeichnen wir wieder mit Mp und
Mp. Aufgrund des schwachen Dualitéiitssatzes 12.2 wissen wir, dass ¢’z < V'y gilt.

Man bilde nun die schiefsymmetrische Matrix

0, A —c
—A 0y, b |,
d = 0

wobei 0,, (und analog 0,,) eine Nullmatrix mit n Zeilen und Spalten ist. Nach Satz 15.7 gibt es

S]]

ein € R"t™+1 mit folgenden Eigenschaften:

~+ Q)

>0, >0, t>0, (15.13)
Ay —ct >0, —Az + bt >0, (15.14)
dz—by>0, (15.15)
Ay—ct+72>0, —AZ+bt+17 >0, (15.16)
T —by+t>0. (15.17)

Wir unterscheiden nun die Félle t > 0 und ¢ = 0 (vgl. [Goldmann und Tucker, 1956, Lemma 4
und 5]). Fiir t > 0 erhélt man
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Satz 15.8 Ist t > 0, so gibt es Optimallisungen x* von (P) und y* von (D) mit dz* = b'y*
und A'y* + 2* > ¢, Az* —y* <b.

Beweis: Setze 2* := 1z, y* := 1. Dann sind wegen (15.13) und (15.14) die Vektoren z* und
y* zuldssig. Aus (15.15) folgt zusammen mit Satz 12.2 die Gleichheit ¢/z* = b'y*. Daher sind z*
und y* optimal. Die restliche Aussage ergibt sich aus (15.16). [

Satz 15.9 Istt =0, dann gilt
1. (P) und (D) besitzen nicht beide zulissige Punkte.
2. Ist Mp #0 (Mp # 0), so ist die primale (duale) Zielfunktion nicht beschrinkt.

3. Keines der beiden Probleme besitzt eine endliche Optimalldsung.

Beweis:

1. Gibt es ein z € Mp und y € Mp, so folgt aus (15.17) und (15.14) vy < 'z < (A'y)'z =
y' AT < 0. Andererseits gilt
0<2'A'y=(Az)yg <ty (15.18)

Somit erhélt man einen Widerspruch.

2. Ist x+ € Mp, soist x + AT € Mp fiir alle A > 0, denn Ax < b und AZ < 0. Fiir die
Zielfunktion gilt ¢(x + A\Z) = ¢’z + AdZ. Da nach (15.17) und (15.18) ¢z > V'y > 0 gilt,
ist der Zielfunktionswert nicht nach oben beschréinkt. Die dritte Aussage folgt aus 2.

Der Dualitdtssatz 13.1 folgt nun unmittelbar aus diesen beiden Sétzen, denn besitzt etwa (P)
eine endliche Optimallésung, so folgt ¢ # 0 und aus (15.13) daher ¢t > 0 und damit Satz 15.8.
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Das duale Simplexverfahren

Manchmal ist es vorteilhaft, nicht das gegebene lineare Programm zu lésen, sondern das dazu
duale. Dies wird man z. B. immer dann tun, wenn das Ausgangsproblem schon in dual zuléssiger
Form vorliegt, was bei Unterproblemen in Algorithmen zur konvexen oder ganzzahligen Opti-
mierung oft der Fall ist (Schnittebenenverfahren). Auch im Falle beschrénkter Variabler ist ein
duales Vorgehen giinstig. Der Dualitéitssatz der linearen Optimierung garantiert dann, dass der
Zielfunktionswert der dual-optimalen Losung mit dem der gegebenen Aufgabe iibereinstimmt.
Ferner lésst sich dem Tableau leicht auch die zugehérige primale Optimallésung entnehmen.
Wir gehen aus von einem Paar zueinander dualer linearer Optimierungsaufgaben (P) und

(D):

(P) max{cz|Az < b,z > 0},

(D) min{b'y|A'y > ¢,y > 0}.
(D) ist (dual-)zuldssig, wenn ¢ < 0 ist, denn dann entspricht die duale Basislosung yny = 0,yp =
—c einer zulissigen Ecke des dualen Polyeders. Da die Minimierung von b’y der Maximierung

von (—b)'y entspricht, liegt eine Optimallosung vor, wenn —b < 0, d. h. b > 0 ist.
Speichert man A, b und ¢ wie iiblich im Simplextableau, so gilt:

1. Das Tableau ist primal zuléssig, wenn b > 0.
2. Das Tableau ist dual zuléssig, wenn ¢ < 0.
3. Das Tableau gibt eine Optimallésung wieder, wenn b > 0 und ¢ < 0 gilt.

Da die Matrix A beim Ubergang zum dualen Problem transponiert wird, wechseln im dualen
Simplexverfahren Zeilen und Spalten ihre Rolle. Ist eine Loésung nicht dual-optimal, so wird
zunéchst eine Austauschzeile bestimmt, etwa durch einen Index 7 mit

b, = 1I§I%Hm b;.
Ist a,; > 0 fir 1 < 5 < n, so gibt es fiir das duale Problem keine endliche Losung. Das

heiflt aber nach Satz 12.3, das primale Problem ist unlosbar. Anderenfalls bestimmt man die
Austauschspalte s durch

c . Cj .
s:mm{j arj<0,1§]§n},
Qrs Qg
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denn fiir das Restriktionensystem — A’y < —c musste das folgende Minimum bestimmt werden:

. Cj
—arj>0,1§j§n}:m1n{]
arj

. _C y
mln{ J arj<0,1§j§n}.
—

Entartungen kénnen prinzipiell analog wie beim primalen Simplexverfahren durch eine lexiko-
graphische Spaltenauswahlregel behoben werden. Man kann sich ferner aufgrund der gleichen
Argumente wie oben leicht iiberlegen, dass sich an der Pivotoperation nichts dndert. Damit
erhélt man folgendes duale Simplexverfahren:

Algorithmus 2 Algorithmus zur Lisung von (P) durch das duale Simplexverfahren.
(P) sei dual zuldssig, d. h. ag; <0 (1 <j<n)
Anfangsdaten: (a;;) 0<i<m, 0<j<n

Der Vektor B enthdlt die Indizes der den Zeilen zugeordneten Variablen, der
Vektor N enthilt die Indizes der den Spalten zugeordneten Variablen (=dualer
Basisvektor).

. Ist a;n >0 fiir 1 <i<m, so ist die Losung optimal. Setze

TR(i) = Gio (1 <i<m), Ty =0 (0<j<mn)und z:= —ag.
Anderenfalls gehe zu 2.

Wihle r so, dass arg = min a;g.
1<i<m

Ist ap; >0 fiir 1 < j <n, so besitzt (P) keine Losung. Terminiere.
Anderenfalls gehe zu 4.

Wihle s so, dass

aps . { aoj
— =minq —
Qs Qyj
Vertausche das s-te Element von N mit dem r-ten Element von B und fiihre folgende
Pivotoperation durch

arj<0,1§j§n}.

- 1
Ars =

Qrs
~ Arj . .
Qrj = 0<j<nj#s)

Qyrs
~ a; . .
Qis == —— 0<i<m;i#r)

Qrs
~ Qs Qg . . . .
ajj = az‘j_% (0<i<m,0<j<nji#rj#s).
TS

6. Setze a;jj:=a;; (0<i<m,0<j< n) und gehe zu 1.
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Beispiel 16.1 (vgl. Abschnitt 5.1)

Maximiere —x1 —2ro unter den Restriktionen
r1+x2 > 3
i) > 2
—x1+x2 < 3
r1 — X2 S 3
x; > 0 firi=1,2.

Ausgangstableau

I i)

0| -1 -2

T3 -3/ -1 -1
Tq | —2 0 -1
x5 3 —1 1
Te 3 1 -1

Das Ausgangstableau ist dual zuldssig, nicht aber primal zuldssig. Wir bestimmen r = 1,s = 1
und fiihren eine Pivotoperation durch:

Tableau 1
I3 xI9
3| -1 -1
Il 3| —1 1
T4 | —2 0 -1
x5 6| —1 2
Tg 0 1 -2

Ein weiterer dualer Simplexschritt fihrt auf

Tableau 2
r3 T4
5| -1 -1
z1 | 1] —1 1
To | 2 0 -1
zs | 2| —1 2
z6 | 4 1 -2

Tableau 2 ist nun primal und dual zuldssig, daher dual optimal. Die Lésung des gegebenen
Problems lautet
x1 =129 =2,z = —b.

Wie dieses Beispiel zeigt, kann man durch Anwendung des dualen Simplexverfahrens oft die
aufwendige Bestimmung einer zuldssigen Ausgangslosung fiir das primale Problem vermeiden.

Liegt ein Problem vor, das nicht dual zuléssig ist und das durch das duale Simplexverfahren
gelst werden soll, so kann man analoge Verfahren wie in Kapitel 5 zur Bestimmung einer dual
zulédssigen Losung verwenden.
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Das duale Simplexverfahren kann auch mit Gewinn zur Lésung von linearen Optimierungs-
aufgaben mit beschrénkten Variablen herangezogen werden (vgl. Wagner [1958]):

Gegeben sei das lineare Programm
max 'z unter Az <b,0<z; <d; (1<j<n).

Fiir jede Spalte j mit ¢; > 0 gehen wir durch die Transformation 7'(j) zur Komplementérvaria-
blen iiber (vgl. Abschnitt 8.2).

N —Cy = —co—dj-cj cj = —¢j
T(j) ' bi = bi — dj . aij aij = —aij (1 S ) S m)

Falls alle Variablen beschrinkt sind, erhidlt man auf diese Weise eine dual zuléssige Aus-
gangslosung. Anderenfalls muss man sich eventuell eine dual zuléissige Ausgangslosung (etwa
durch ein duales M-Verfahren) erzeugen. Nun fiithrt man das duale Simplexverfahren durch. Gilt
in dessen Optimallésung fiir alle Basisvariablen

rpu) <dpg (1<i<m),

so ist diese Losung optimal. Ist jedoch ein zp(;) > dp(;), so geht man zur Komplementérvariablen
tiber. Dadurch wird bp(;) negativ. Das Tableau bleibt jedoch dual zuléssig, ist aber nicht mehr
optimal. Daher fithrt man erneut duale Simplexschritte durch bis die Optimallosung erreicht
wird.

Man kann auch zunéchst das LP ohne obere Schranken 16sen und dann von der Optimallésung
ausgehend zum dualen Problem iibergehen, falls eine Schranke verletzt ist.

Beispiel 16.2
Mazximiere —x1 + 4xo

unter T — Ty < 2
—r1 + x2 < 3
r1 + x2 > 3
€T < 4
zj > 0 (j=1,2).

Das Problem ist weder primal noch dual zuldssig. Gehen wir aber zu To = 4—x9 tber, so erhalten
wir ein dual zuldssiges Problem

Mazimiere 16 —x7 — 4Zo
unter r1 + X9 < 6
- — T2 < -1
-z + x2 < 1
0 < m
0 < To < 4

Damit liegt ein dual zuldssiges Problem vor, zu dem das folgende Tableau gehort

€1 T9
-16| -1 —4
T3 6 1 1
T4 -1/-1 -1
T5 1| -1 1




Ein dualer Simplexschritt mit r = 2,s = 1 liefert nun

3
T
L5

Ty X2

—-15| -1 -3
5 1 0

1] -1 1

21 -1 2
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Damit ist die Optimallosung erreicht. Sie lautet x1 = 1,Z9 = 0, also x1 = 1,29 = 4 und 'z = 15.
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Kapitel 17

Komplexitit der linearen
Optimierung

17.1 Komplexitit des Simplexverfahrens

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wieviele Simplexiterationen notig sind, bis die Opti-
mallésung eines linearen Programmes erreicht ist. Aufgrund vieler tausender linearer Program-
me, die im Laufe der Zeit gelost wurden, kam G.Dantzig zu der Vermutung, dass etwa O(m logn)
Simplexiterationen zur Losung eines Problems mit m Restriktionen und n Variablen ausreichen.
GroB war daher die Uberraschung, als 1972 Klee und Minty [33] nachwiesen, dass es eine
Klasse von Problemen - verzerrte Wiirfel - gibt, bei denen alle 2" Ecken im Simplexverfahren
durchlaufen werden, bevor die Optimallésung erreicht wird. Dabei wurde angenommen, dass
im Simplexverfahren die Auswahlspalte durch den grofiten Zielfunktionskoeffizienten bestimmt
wird. Andere Autoren konstruierten in der Folge auch fiir weitere Spaltenauswahlregeln Beispiel-
klassen, bei denen im Simplexverfahren alle Ecken durchlaufen werden. Die Frage, ob es eine
Spalten- und Zeilenauswahlregel fiir das Simplexverfahren gibt, dass es nach polynomial vielen
Schritten endet, ist bis heute ungelost.

Dantzigs’s empirische Beobachtung wird durch Untersuchungen zum mittleren Verhalten des
Simplexalgorithmus untermauert. Borgwardt zeigte 1977 in seiner Dissertation als Erster, dass
bei Verwendung spezieller Spalten- und Zeilenauswahlregeln das Simplexverfahren im Mittel
nur polynomial viele Iterationen braucht. Eine ausfiihrliche Diskussion des mittleren Verhaltens
des Simplexverfahrens findet sich in der Monographie Borgwardt [7]. Spéter wurde von Adler
und Megiddo [1] gezeigt, dass die erwartete Anzahl von Pivotoperationen im Simplexverfahren
O(min{m?,n?}) betrigt.

17.2 Ellipsoidverfahren

Komplexitéitsaussagen iiber das Simplexverfahren sagen noch nichts dariiber aus, ob lineare Pro-
gramme in polynomialer Zeit gelost werden konnen, denn es kénnte ja ein ganz anderes Verfahren
geben, mit dem LP’s gelost werden. Lange Jahre blieb die Frage, ob es fiir LP’s ein polynomia-
les Losungsverfahren gibt, ungelost, bis 1979 Khachyan [32] in einer aufsehenerregenden Arbeit
nachwies, dass lineare Programme tatséchlich der Komplexitatsklasse P angehoren. Das heisst,
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kodiert man die Eingabedaten eines linearen Programms binér und hat dieser Eingabestring die
Lénge L, dann gibt es ein Polynom p in L, so dass jedes lineare Programm in hochstens p(L)
Schritten gelost werden kann. Die Hoffnungen fiir die Praxis, die man mit Khachyan’s Ellipsoid-
verfahren verband, haben sich jedoch nicht erfiillt: nach wie vor werden Simplexalgorithmen zur
Losung linearer Programme herangezogen und sind numerisch den Ellipsoidverfahren in der Pra-
xis weit iiberlegen. Eine wirklich praktisch brauchbare Alternative zu Simplexverfahren wurde
jedoch durch die ebenfalls polynomialen inneren Punktemethoden von Karmarkar [30] gefunden.
Wir werden innere Punkteverfahren im néchsten Kapitel besprechen.

Im folgenden werden wir die Idee von Ellipsoidverfahren skizzieren und halten uns dabei an
die Ausfithrungen von Gécs und Lovéasz [19] und Schrader [41]. Zunichst halten wir fest

Satz 17.1 Die Optimierung einer linearen Zielfunktion tber einer polyedrischen Menge kann
auf die Aufgabe, fiir eine polyedrische Menge einen zuldssigen Punkt zu bestimmen, zuriickgefihrt
werden.

Beweis: Besitzt sowohl das primale als auch das duale Problem zulédssige Punkte, so erfiillen
die Optimallésungen das System

Az <b,x>0,Ay>c,y>0,by <.

Daher gilt fiir die primalen und dualen Optimallésungen Dz < d mit 2’ = (2/,1/),

A 0

0 —-A

D= —TI 0
0 -1

- v

und
d=(',-c,0,0,0).

Wenn eines der beiden zueinander dualen Probleme keine endliche Losung besitzt, so hat das
dazu duale Problem zuléssige Losungen. Daher kann auch der Fall, dass das gegebene LP keine
endliche Losung besitzt, auf die Untersuchung zuriickgefithrt werden, ob eine polyedrische Menge
zulédssige Punkte besitzt.

Im folgenden werden wir also nur die Aufgabe betrachten:

Hat ein gegebene polyedrische Menge P(A,b) := {x|Ax < b} zulissige Punkte?

Dabei nehmen wir an, dass A eine (m x n)-Matrix mit vollem Zeilenrang ist. Khachyan’s Idee
war es nun, anstelle dieser Aufgabe das Problem

Finde ein x© € P<(A,b) := {x|Ax < b} (17.1)

zu betrachten. Nehmen wir an, wir haben einen polynomialen Algorithmus zur Loésung dieser
Aufgabe. Dann kénnen wir auf folgende Weise auch priifen, ob es ein x € P(A,b) gibt: Zunéchst
priift man, ob das System aus den ersten i strengen Ungleichungen konsistent ist. Ist dies der
Fall fiir i = m, so hat man wegen P<(A,b) C P(A,b) auch einen zuldssigen Punkt fiir das
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Ausgangsproblem gefunden. Zeigt sich jedoch, dass durch Hinzufiigen der i-ten Restriktion ajz <
b; das System inkonsistent wird, so muss diese Restriktion in P(A,b) mit Gleichheit erfiillt sein,
falls P(A,b) nicht leer ist. Daher kann man aus dieser Restriktion eine Variable eliminieren,
setzt diese in alle anderen Restriktionen ein und beginnt von Neuem mit der Priifung, ob das
vorliegende strenge Ungleichungssystem konsistent ist. Nach hochstens O(m?) Tests vom Typ
(17.1) kann somit entschieden werden, ob P(A,b) leer ist oder nicht. Kann P<(A,b) # (0 in
polynomialer Zeit getestet werden, dann kann folglich auch P(A,b) # 0 in polynomialer Zeit
getestet werden.

Im folgenden wollen wir annehmen, dass alle Eingangsdaten in A und b ganzzahlig sind. Dies
ist fiir rationale Daten keine Einschrinkung, irrationale Daten koénnen sowieso nicht endlich
binér kodiert werden. Die Ldnge L der Eingangsdaten ist beschrinkt durch

L= ZZlog2(|aij| +1)+ ZlogZ(\bﬂ +1) + logg nm + 1.

i=1 j=1 i=1

Als erstes wollen wir nun zeigen, dass die Ecken der polyedrischen Menge P(A,b) in einem
Wiirfel mit der Kantenlinge 25+! /n liegen:

Lemma 17.2 Falls P(A,b) # ), so erfiillt jede Ecke v der polyedrischen Menge P(A,b)

. oL
Jmax ;| < 2%/n

und hat rationale Koordinaten, deren Nenner hochstens 2 ist.
Zum Beweis dieses Lemmas verwenden wir die Hadamard’sche Ungleichung:

Lemma 17.3 Hadamard’sche Ungleichung
Sei A = (a;j) eine reelle, quadratische (m x m)-Matriz. Dann gilt

m m 1/2
det(A)| < ] (Z a§j> . (17.2)
j=1 \i=1

Der Beweis der Hadamard’schen Ungleichung ergibt sich aus der Tatsache, dass |det(A)| das
Volumen des Parallelepipeds ist, das von den Spaltenvektoren der Matrix A aufgespannt wird.
Der j-te Spaltenvektor hat die Linge

m 1/2
=1

Das Volumen des Parallelepipeds ist aber durch das Volumen eines Quaders mit den Seitenldngen
l; nach oben beschrénkt, woraus sich unmittelbar die Hadamard’sche Ungleichung ergibt.

Wir beweisen nun Lemma 17.2:

Beweis: Es seien vj, j = 1,2,...,n, die Koordinaten der Ecke v. Wenn v eine Ecke von P(A,b)
ist, gibt es eine Basismatrix Ap, so dass Agv = b gilt. Nach der Cramer’schen Regel ergibt sich
jede Koordinate von v als Quotient zweier Determinanten det(A%) und det A, wobei A, aus
Ap hervorgeht, indem man die j-te Spalte durch den Vektor b ersetzt. Aufgrund ganzzahliger
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Ausgangsdaten sind alle Eintréige in den Determinanten det Ag und det(AfB) ganzzahlig. Daher
sind auch det Ap und det(A4%;) ganzzahlig. Insbesonders gilt |det Ag| > 1.
Es sei nun A% = (a;;). Da fiir jede Spalte der Matrix (a;;) gilt

m m
2 e = [l + 1%
i=1 i=1

folgt aus der Hadamard’schen Ungleichung und der Definition von L:

m 1/2
| det( AJ H (Z a?j) < 2F/mn < 2L /n.
i=1

Mit | det Ag| > 1 folgt also maxj<;<y |vj| < 2L/n. Da auch fiir det A die Abschiitzung

|det Ap| < 2 /mn

gilt, ist der Nenner jeder Komponente hichstens 2%, Damit ist Lemma 17.2 bewiesen. [ |

Nun zeigen wir eine untere Schranke fiir das Volumen der Menge der zuldssigen Punkte
innerhalb eines Wiirfels der Kantenlinge 251 /n, vorausgesetzt die zulissige Menge ist nicht
leer.

Lemma 17.4 Ist P<(A,b) # 0, dann hat die Menge der zulissigen Punkte innerhalb des
Wiirfels |x;| < 2 /n mindestens das Volumen 2~ (1L,

Beweis: Die polyedrische Menge P<(A, b) sei nicht leer. Dann hat die Menge P (A, b) mindestens
eine Ecke v = (vy, v2, ..., vy ), da sie keine Gerade enthélt (vgl. Satz 3.2). Fiir die Koordinaten der

Ecke v gilt nach Lemma 17.2 |vj| < 2L/n. Daher hat das Polytop M := P(A,b)n{z||z;| < 2L /n}

einen inneren Punkt und damit auch n+1 Ecken ¢, ...,v", die nicht auf einer Hyperebene liegen.

Damit ist das Volumen von M mindestens so grofl wie das Volumen des Simplex, das durch

WY, ..., v" aufgespannt wird, also mindestens

1 1 1
(L1

Nach Lemma 17.2 gilt mittels v/ = u// Dj, ganzzahligen Werten D; < 2L /n und ganzzahligen
Vektoren u/

dot 1 1 1
e = —
0 T | Do|...| Dr,

Damit ist aber das Volumen der Menge der zuldssigen Punkte mindestens

nl

u0 un

det < > = >o-(nthLyn+t
| Dol...| D]

9—(n+1)Lyn+1

vol(M) > > 9~ (n+1L

n!
|
Die Idee des Ellipsoidverfahrens ist nun die folgende. Wenn P<(A,b) nicht leer ist, dann
enthilt nach Lemma 17.4 die Kugel Ey mit dem Mittelpunkt 0 und Radius 2% /,/n eine zulissi-
ge Menge M von P<(A,b) mit einem Volumen, das grofier oder gleich 9~ (+1L st Zunichst
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testet man, ob der Mittelpunkt zy dieser Kugel zuléssig fiir P<(A,b) ist. Ist dies der Fall, so ist
man fertig. Andernfalls gibt es eine Restriktion a;z < b;, die von x¢ verletzt wird. Man betrach-
tet nun die Halbkugel Ey N {z| ajz < alzo} und legt um diese Halbkugel ein neues Ellipsoid
F4 mit minimalem Volumen und neuen Mittelpunkt x;. Allgemein hat man ein Ellipsoid FE,
mit Mittelpunkt x, gegeben, das M enthélt. Man priift, ob x, zuléssig fiir P<(A,b) ist und
konstruiert im Falle der Unzuléssigkeit dieses Punktes ein neues Ellipsoid E,;; mit kleinerem
Volumen. Sobald das Volumen von E, unter die im Lemma 17.4 angegebene Schranke gefal-
len ist, weiss man, dass F, keinen zulissigen Punkt von P<(A,b) enthilt, also P<(A,b) leer
ist. Wenn man nun zeigen kann, dass nach polynomial vielen Schritten entweder ein zuldssiger
Punkt fiir P<(A,b) gefunden wird oder das Volumen des zuletzt betrachteten Ellipsoids unter
die Schranke 2~ ("+DL gefallen ist, dann hat man ein polynomiales Verfahren zur Lésung von
linearen Optimierungsaufgaben erreicht.

Die im Verfahren auftretenden Ellipsoide mit dem Mittelpunkt xg werden durch die Bezie-
hung

E:={z eR" (z — 0)C  z — x9) <1}

mit einer reellen, symmetrischen, positiv definiten (n x n)-Matrix C' beschrieben. Wird nun
dieses Ellipsoid mit dem Halbraum {z € R"| 'z < a’zp} (a # 0) geschnitten, so erhiilt man
das Halbellipsoid

1
§Ea = FEN{z eR"| d(x—z) <0}
Nun definiert man ein neues Ellipsoid £’ mit Mittelpunkt Zy durch
1 a
Tg = — C—, 17.3
ST Vada ()
— n? 2 (Ca)-(Ca)
— _ . 17.4
¢ n2—1<C n+1 aCa > (174)

Offenbar ist C' wieder symmetrisch. Aber C ist auch wieder positiv definit, denn es gilt nach der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung angewandt auf das Skalarprodukt (x,y) := 2/Cy mit der
positiv definiten Matrix C"

(¢/Ca)(d'Cx) = (z,a)* < |lal|* - |||
Daher ist fiir beliebiges = #£ 0, n > 2,

O n? <:1:'Cx 2 (¢'Ca)-(dCx) a?/Ca:>

n? — n+1 a'Ca z'Cx

. on? , 2 (2/Ca)- (dCx)
- n?2— 1(33 Cz) <1 " n+1(dCa)- ($/C£E)) >0

Somit wird durch C und T wieder ein Ellipsoid beschrieben. Es gilt:
Lemma 17.5 Das Halbellipsoid %Ea st im Ellipsoid E' enthalten.

Beweis: Da die Aussage des Lemmas invariant gegeniiber affinen Transformationen ist, konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass g = 0 und a = (—1,0,...,0)’ gilt und das durch C beschriebene
Ellipsoid die Einheitskugel ist, d.h. C' ist die Einheitsmatrix. Dann erhalten wir nach (17.3)

1
xo=|—,0,...,0
Zo <7’L+1’ ) a)
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und

— n2 ’rLZ n2
=di . 17.
c 1ag<(n+1)27n2_1’ ,n2_1> (17.5)

Fiir z € %Ea gilt nun [|z|| <1 und 1 > 21 = —a’z > 0. (Die letzte Ungleichung ergibt sich aus
der schneidenden Hyperebene). Daher ist

(z—7)C (x—T9) = 2/C ‘a—20C 'To+7C To

2

= T el e T
2

n°—1 9 2n +2

= -1 -1)+1<1.

n2 (HxH ) + n2 xl(xl )+ =
Daher liegt dieser Punkt im neuen Ellipsoid E’. |

Die obigen Uberlegungen zusammengefasst fithren auf folgenden Algorithmus

Algorithmus 3

Start xo:=0, Cp:==-I, r:=0.

Schritt 1 Falls r > 6n(n + 1)L, stop: das Polyeder P<(A,b) ist leer.
Schritt 2 Falls 112;8%);’(0,ng —b;) <0, dann ist x, ein zuldssiger Punkt. Stop.

Schritt 3 Wihle ein i mit aixy > b;.
Schritt 4 Setze

22L

1 a;

, = X, — C, , 17.6

Tr+1 z ntl \/Cm ( )
n? 2 (Cra;) - (Cra;)

Crer o= n?—1 <Cr Cn+41 a.Cra; ) ’ (17.7)

roi= r+1, (17.8)

und gehe zu Schritt 1.

Um die Korrektheit dieses Verfahrens zu beweisen, zeigen wir zunéchst noch das folgende
Lemma, das eine Aussage dariiber macht, wie schnell das Volumen der im Algorithmus erzeugten
Ellipsoide schrumpft.

Lemma 17.6 Es gilt

/ n2 \@D/2
p— . 1 .
vol(E") <n2 — 1> - 1v0l(E) (17.9)
Dabei ist der Schrumpfungsfaktor kleiner als
e~ (1/2(n+1)) (17.10)

Beweis: Da affine Transformationen das Verhiltnis zweier Volumina nicht &ndern, kénnen wir
annehmen, dass F die Einheitskugel mit Mittelpunkt 0 ist. Ferner kénnen wir a = (1,0, ..., 0)’
annehmen. Dann ist nach (17.5)

2 2 2

— n n n
C =di .
1ag((n—i—l)Q’n?—l’ ’n2—1>
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Bekanntlich ist das Volumen eines Ellipsoids {z| /C~ 'z < 1} gegeben durch c(n)-/det(C) mit
einer von der Dimension abhéngigen Konstanten ¢(n). Daher gilt

det(C —
vol(E') = \/K(C) -vol(E) =4/ det(C) - vol(E)

2 N (n-1)/2
- <”> vol(E).

n+1\n?2-1
Aus )
n 1 1/(n2—
n?—1 + n2_1°°
und
noo_ 1— 1 < e~ /(1)
n+1 n+1
folgt die zweite Aussage des Lemmas. [

Nun kann man leicht den folgenden fundamentalen Satz beweisen

Satz 17.7 Wenn der Algorithmus nicht in 6n(n+1)L Schritten stoppt, dann besitzt das Polyeder
P<(A,b) keine zulissigen Punkte.

Beweis: Nehmen wir an, der Algorithmus stoppt nicht nach k := 6n(n + 1)L Schritten und
P<(A,b) besitzt innere Punkte. Die Menge M der zuléssigen Punkte geschnitten mit dem Wiirfel

{z|]z;| < 2%/n} hat nach Lemma 17.4 mindestens das Volumen 2~("*DL. Der Wiirfel mit
der halben Kantenlinge 27 /n ist aber in der Kugel Ey mit Mittelpunkt 0 und Radius 2% /\/n
enthalten. Nach Lemma 17.5 gilt M C FEj. Die Kugel Fy ist ihrerseits in einem Wiirfel mit
der Kantenlinge 2171 /,/n enthalten. Daher ist vol(Ep) < 2(71(/%4;)
wegen Lemma 17.6

Somit gilt wegen L > 2 und

2n(L+1) < 2—2nL+n < 2—(n+1)L

(Vi |

ein Widerspruch. m

vol(Ey) < e~ ®/2tD)yol(Ey) < e73nF

Um zu beweisen, dass durch das obige Verfahren tatséchlich in polynomialer Zeit die Aufgabe
geldst wird, ist noch eine zusitzliche Uberlegung notwendig. Im Schritt 4 des Algorithmus werden
Quadratwurzeln berechnet, die auf irrationale Zahlen fithren kénnen. Khachyan konnte aber
zeigen, dass Lemma 17.5 auch gilt, wenn man alle Ellipsoide um den Faktor 2/ 8n% aufbliht und
die Berechnungen so durchfiihrt, dass nur 23L Stellen vor dem Komma und 38nL Stellen nach
dem Komma beriicksichtigt werden.

Eine ausfiihrliche Diskussion des historischen Hintergrunds der Ellipsoidmethode, die u.a.
auf grundlegenden Arbeiten von Judin und Nemirovkii [28] aufbaut, sowie Varianten und Wei-
terentwicklungen dieser Methode finden sich in Schrader [41].



118 Innere Punkte Verfahren



Kapitel 18

Innere Punkte Verfahren: Theorie

18.1 Grundidee zu inneren Punkteverfahren
Gegeben seien die beiden zueinander dualen Programme
(P) max{c'z| Az <b, >0}

und
(D) min{b'y| A'y>e, y<O0}.

Um festzustellen, ob es eine endliche Optimallésung gibt und diese anzugeben, kann man nach
Satz 15.8 und Satz 15.9 die Restriktionen der beiden Probleme zu

0 A —c
D = —A 0 b
d =bv 0

zusammenfassen und eine Losung w = (2/, 4/, t) mit
Dw>0,w>0,Dw+w>0 (18.1)

bestimmen. Gilt in dieser Losung ¢ > 0, dann sind %ZL’ bzw. %y endliche Optimallésungen von
(P) und (D). Ist aber ¢t = 0, dann hat eines der beiden Probleme keine zuléssigen Punkte und
damit gibt es auch keine endliche Optimallésung.

Mit Hilfe eines inneren Punkteverfahrens kann nun in polynomial vielen Schritten eine
Losung w von (18.1) gefunden werden. Damit kénnen die gegebenen linearen Programme in
polynomialer Zeit gelost werden. Um (18.1) zu 16sen, geht man von einem selbstdualen linearen
Programm der Form

(So) min{q'w | Dw > —g, @ >0}

aus, wobei

]l
Il
N
LT
O 3
~
Il
N
g€ 8
~
(Y]
Il
A~
3
+ o
—_
~
m
)
3
t

und
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gilt.
Fir dieses lineare Program (So) ist w = 0 zuldssig und optimal. Diese Losung erfiillt jedoch
nicht (18.1), da D0 + 0 nicht komponentenweise grofier als 0 ist. In jeder Optimallosung w* =

w* . _ , . . .
( o ) von (Sp) gilt w* = 0, da sonst ¢ ‘w* > 0 wire. Wir werden zeigen, dass es eine

Optimallésung @w* von (Sp) mit den Eigenschaften
w* >0, Dw* + ¢ > 0 und Do* +@* +q > 0

gibt, wobei die letzte Beziechung komponentenweise gilt. Da in jeder Optimallosung von (Sp)
w* = 0 gilt, ist rw* = 0 und daher liefert die Einschrankung von w* auf die ersten n Komponenten
eine Losung w* von (18.1) und damit eine Losung des gegebenen Problems.

Wie man leicht zeigen kann, ist das Problem (Sp) ein selbstduales lineares Programm, d.h.
das zu (Sp) duale Problem fillt mit (Sp) zusammen. Das dazu duale Problem ist

max {—qy | D'y<q, y>0} =min{7y | —Dy<q, y>0} =min{7y | Dy > —q, y >0},

fallt also mit (Sp) zusammen.
Eine wichtige Eigenschaft schiefsymmetrischer Matrizen, die wir im Folgenden oft verwenden
werden, ist: Fiir jede schiefsymmetrische n x n Matrix D und jeden Vektor z € R" gilt

x'Dx = 0.
Denn ist 2’ Dx = «, so erhiilt man « = (¢/Dz) = 2/D'x = —(2’Dx) = —a, also a = 0.
Das lineare Programm (.Sp) besitzt die innere Punkte Eigenschaft (IPE): es gibt eine zuléssige
Losung w® > 0 mit
s(w?) := Dw® + g > 0.
Im Falle von (Sp) kénnen wir etwa w” = e := (1,1,...,1) setzen, denn es gilt
1
D r .| _( De+r\ e
—r" 0 ] —r'e -\ -n
1
nach Definition des Vektors r und wegen
r'e=e’'(e—De)=¢c'e—e'De=n.
Bildet man nun
D 1
r ) _ e 0 (e
o= (g )1 (a) = (W)= (1) =

so erkennt man, dass e = (1,...,1)" tatséichlich ein zuléssiger innerer Punkt von (Sp) ist.

Nach diesen Vorbemerkungen 13t sich nun die grundsétzliche Idee eines inneren Punktever-
fahrens folgenderweise beschreiben:
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Um (P) und (D) zu l6sen, betrachten wir das selbstduale Problem (Sp) und den inneren
Punkt e > 0, s(e) := De + g > 0. Wir setzen

po := €'s(e) > 0.
In Satz 18.2 werden wir zeigen, dass das nichtlineare Gleichungssystem

s = Dw+q

w's = W

fiir jedes p > 0 eine eindeutige Losung w(u) hat. Die Menge {w(u) | 0 < p < po} bezeichnen wir
als zentralen Pfad. Das zweite wichtige Resultat (Satz 18.5) besagt, dass fiir 4 — 0 der Vektor
w(p) gegen ein w* strebt, fiir das

w* 4+ s(w*) >0

gilt, d.h. damit ist eine Losung von (18.1) gefunden. Drittens werden wir zeigen, dass man bereits
nach endlich vielen Schritten weif}; welche Komponenten von w* und s(w*) in der Optimallgsung
positiv sind. Damit kann der Konvergenzprozefl entlang des zentralen Pfades nach endlich vielen
Schritten abgebrochen werden. Die Optimallésung w* kann dann durch das Losen eines linearen
Gleichungssystems in O(n?) Schritten ermittelt werden. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels
folgen wir im Wesentlichen der schénen Darstellung von Terlaky [48]. Im néchsten Kapitel werden
wir uns dann mit der rechnerischen Umsetzung dieses Konzeptes befassen.
Im Folgenden werden wir des 6fteren eine problemangepasste Notation verwenden:

181
1. Sind z,s e R", soist - s = : € R™ komponentenweise definiert.

InSn
2. Analog ist fiir z,s € R" der Vektor max(z, s) komponentenweise definiert.

3. Fiir x € RY ist die (n x n) - Matrix X := diag(x) gegeben durch

x1
T2 0
X = diag(z) = 0
Tn
Damit entspricht ! := (xi, e i) der Matrix X 1.
1 Tn

18.2 Selbstduale lineare Programme

Es sei D eine beliebige schiefsymmetrische (n x n)-Matrix und ¢ € R;'. Wir betrachten das
lineare Programm
(S) min{¢z | Dz > —q, = > 0}.

Wie schon gezeigt, ist dieses lineare Programm selbstdual, das heifit, das duale Problem zu (5)
fallt mit (S) zusammen. Wir bezeichnen die Menge der zuléssigen Losungen von (S) mit Mg
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und mit Mg die Menge der Optimallésungen von (). M§ ist nicht leer, denn x = 0 ist zuléssig
und optimal. Setzen wir

s(z) == Dx + q, (18.2)

so erhalten wir
2's(z) = 2'(Dx + q) = 2'Dx + 2'q = ¢z > 0.

Also beschreibt 2’s(x) ebenfalls den Zielfunktionswert der Losung x. Da x = 0 zuliissig ist, gilt

insbesonders fiir jede Optimallésung
¥'s=0 also z;5;,=0fir1 <j<n.

Im Folgenden wollen wir immer annehmen, dass (S) die innere Punkte Eigenschaft (IPE) besitzt.
Es gibt also ein 2° € Mg mit 2° > 0 und s(z") > 0.

Lemma 18.1 Erfillt (S) die innere Punkte Figenschaft, so ist die Menge der zulissigen Punkte
x mit einem Zielfunktionswert < K beschrinkt, d.h. die Menge Ly := {x € Mg | 2's(z) < K}
st beschrdankt.

Beweis: Fiir 20 > 0 gelte s := s(2%) > 0. Dann erhilt man

0 = (z—2%D(x -2 = (z—2%"(s—s°)
0_

x's 4 (2°)s0 — /5% — (20)'s.
Also ist fiir jedes j = 1,2,...,n

:Ujsg-) <a's® =a's 4+ (2°)s" — (2°)s < K + (2)'s°

und somit
K+ (298
l’j ~ SO-
j
[ ]
Nun zeigen wir
Satz 18.2 Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent
1. (S) erfiillt die innere Punkte Bedingung.
2. Fir jedes p1 > 0 gibt es ein x(p) > 0 und s(u) := s(z(p)) > 0 mit
s(p) = Dx(p) + q,
(1) () + 4 (18.3)
z(p) - s(pu) = pe
3. Fir jedes w > 0 gibt es ein x > 0 mit s(z) > 0 so dass
s =Dzx +q,
1 (18.4)
T-s=w.

Die Liosungen der Systeme (18.3) und (18.4) sind eindeutig.
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Beweis: Die zweite Aussage ist ein Spezialfall der dritten Aussage. Daher gilt 3. = 2. und,
trivialerweise, 2. = 1. Somit ist lediglich zu zeigen, dass aus 1. die Behauptung 3. folgt. Wir
zeigen zunéchst, dass die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems in (18.4) eindeutig ist.
Nehmen wir an, > 0 und Z > 0 seien verschiedene Losungen von (18.4). Dann gilt

0=(z—2)De-17)=(x—1)(s—5) =Y (- T;)(s; — 5). (18.5)

j=1
Da aber x-s = -5 =w > 0 gilt, folgt
;g <Xxj = 8§ >5j,
xj>x; = 85 <S§j.
Dabher ist (z; — Z;)(s; — 5;) in beiden Féllen negativ und = # Z liefert

n

> (wj = ;)(s; — 5;) <0

j=1
im Widerspruch zu (18.5).
Nun zeigen wir, dass aus der ersten Aussage die dritte Aussage folgt. Dazu haben wir zu
zeigen, dass fiir ein festes w > 0 das Gleichungssystem
z-(Dx+q)=w

eine Losung = > 0 besitzt. Nach Voraussetzung gibt es ein 2° > 0 mit s° = D2? + ¢ > 0. Es sei
w? =205 > 0.
Wir definieren zwei Vektoren w und w mit 0 < w < w durch

0

S
I

—min(w", W),

2
w: = e+ max(w’ ).

Die Menge C
C:={z|xz>0, w<z- s(z)<w}

enthélt 20 und ist kompakt, da sie abgeschlossen und in der nach Lemma 18.1 beschrinkten
Menge {z | /s < w 'e} enthalten ist. Die Funktion

d(x) == ||z - (Dz + q) — 0||co

ist stetig und nimmt daher auf der kompakten Menge C' ihr Minimum an, etwa fiir den Punkt
z > 0.

Ist d(Z) = 0, dann ist Z - s(Z) = @ und das Gleichungssystem (18.4) wird durch & gelst.
Wir werden nun zeigen, dass d(Z) > 0 auf einen Widerspruch fithrt. Nehmen wir dazu an, dass
d(z) > 0 gilt. Wir setzen § := s(Z) und @ := Z - 5. Nun bestimmen wir den Vektor Az aus dem
linearen Gleichungssystem

Z-(DAz)+3§-Ax =0 — 0. (18.6)



124 Innere Punkte Verfahren

Multipliziert man dieses Gleichungssystem mit X ! von links, so erhiilt man
(D + diag(z7! - 3))Az = XL ( — 0).

Da D positiv semidefinit ist und

gilt, ist die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (18.6) positiv definit, also regulér. Daher
besitzt (18.6) eine eindeutige Losung Az. Fiir aw > 0 definieren wir

z(a) = T+ aAuz,
s(a) = s(T)+aDAx.

Mit As := DAz wird § + aAs zu s(Z + aAx). Fiir hinreichend kleines a ist z(«) > 0 und
s(a) > 0 und damit w(a) := z(a) - s(a) > 0. Wir erhalten aus (18.6)

w(a) —w = (Z+alAz) (54 als) —b = — 1w+ a(Z-As+ 5 Az) + o®Ax - As
= (0 —w)(1—a)+a’Azx- As.
Ist « so klein gewahlt, dass fiir jedes j mit Axz;jAs; (0; — w;) > 0 die Beziehung

wj—wj

0<a< Az As;

gilt, dann ist fiir jede Komponente
|; — wj(a)| < |y — Wyl

Dabher liegt der Vektor w(a)) néher bei w als w. Da w0 ein innerer Punkt der Menge [w, w] war, liegt
auch w(a) in dieser Menge und daher ist z(«) € C. Andrerseits ist d(z(a)) = [[w(a) — W]/ <
d(Z). Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass d(Z) der kleinste Wert von d(z) auf C' war. Damit
gilt also d(Z) = 0 und das Gleichungssystem (18.4) ist losbar.

Damit ist Satz 18.2 vollstéindig bewiesen. [ |

Ist * eine Optimallosung von (.5), dann gilt «* - s(z*) = 0. Setzt man also

B = {j|a}>0}
N o= {j]s(") >0}

so erhélt man zwei disjunkte Mengen B und N. Genau dann ist
¥+ s(z*) >0,

wenn B und N eine Partition der Indexmenge {1,2,...,n} bilden. Diese Partition (B, N) heifit
optimale Partition.

Lemma 18.3 Die optimale Partition ist eindeutig bestimmd.
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Beweis: Sei z eine Optimallosung mit = + s(x) > 0, die auf die Partition (B,, N,) fiihrt und sei
y eine Optimallésung mit y + s(y) > 0, die auf die Partition (B,, N,) fiihrt.
Aus (x —y) 'D(x —y) = 0 folgt

z's(x) +y's(y) = "s(y) +y's(x)
Infolge der Optimalitit ist x 's(z) = 0 und y 's(y) = 0 also gilt auch, da alle beteiligten Vektoren
nichtnegativ sind,

2 's(y) =y "s(x) = 0.
Aus z 's(y) = 0 folgt B, N Ny = 0, also B, C B,. Analog folgt aus y 's(x) die Beziehung
B, C B,. Daher ist
B, =B, und N,=N,.

Definition 18.1 Sei (B, N) die optimale Partition. Eine Optimallésung x* mit mazimalem
Wert
i€B iEN

heift das analytische Zentrum von Mg.
Lemma 18.4 Das analytische Zentrum ist eindeutig bestimmit.

Beweis: Seien x* und Z zwei verschiedene analytische Zentren, s := s(Z) and s* := s(z*). Wir

setzen T := %(x* + z). Die Losung Z ist zuléssig und es gilt

[L o IT ss60) = I 505 +20) I 3655 + 50

jEB  jEN jeB jEN

J

. . 1 X T 1 5% 5. - -
[ ]]s@=113 (\/Z*\/Z) 113 (\/ZH/&) Tz T s
JEB  jEN JjEB J J/) jeN J j JEB JEN

Nun ist fiir jedesa # 1, a >0:a+ é > 2. Daher folgt aus

* 5. — * *.
=z 1 5 =115 11

jeB JEN jEB  jEN

1 & 118> 11511

jEB  jEN jEB  jEN

Dividiert man die rechte Seite durch \/ [ljep 2% [1;en 878). so erhélt man

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass =* analytisches Zentrum ist. [ |

Satz 18.5 Erfillt (S) die innere Punkte Bedingung, so konvergiert x(u) fir p — 0 gegen das
analytische Zentrum x* von M und es gilt x* + s(z*) > 0.
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Beweis: Es sei {1} eine monotone Nullfolge. Dann ist z(p;) € {z | 's(z) < np1} =: Ly, . Nach
Lemma 18.1 ist die Menge Ly,,, kompakt. Folglich besitzt die Folge { (1)} einen Haufungspunkt
x*. Wir setzen s* := s(z*). Eine Teilfolge von {z(x:)} konvergiert gegen x*, wir bezeichnen sie
wieder mit {z ()}

x* ist optimal, denn

- 8" = lim x(pe) - s(ue) = tlggo pre = 0.

t—o0

Wir setzen
B = {i|x] >0},
N = {i|s; >0}

Da D schiefsymmetrisch ist, folgt

0= (" —a(m)) "(s" = s(pe)) = w(pe) "s(pe) — 2™ 's(pe) — ™ "w(pne).
Aus
xj(pe) - s5(pe) = e fiir jedes j =1,2,...,n (18.7)

folgt
D wsi() + D i () = n
jEB JEN
Dividiert man diese Gleichung unter Verwendung von (18.7) durch s, so erhélt man

* S*

2 2 ="

jeB () jen i

Der Grenziibergang lim y; — 0 liefert |B| + |N| = n, also die optimale Partition. Daher gilt
z* + s(z*) > 0.

Wir zeigen nun, dass 2* das analytische Zentrum von Mg ist. Sei ¥ das analytische Zentrum
und z* der Grenzwert der Folge x(u;). Dann gilt

(@ —a(n) (5= s(w) =0—a(n) 's — @ "s(u) + x(n) 's(n).
Dies ergibt
2 's(p) + 5 "w(p) = np.
Dividiert man diese Gleichung unter Verwendung von (18.7) durch p, so erhélt man
L 5
+ =n
2.3 () 2 sj (1)

jeB "J jEN

Der Grenziibergang p — 0 liefert
x; S
IERD IS
’ € : S
jeB I jeEN J

Wendet man auf diesen Ausdruck die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel an, so erhélt man:
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jeB J jeN J jeB J jEN J
Daraus folgt
[Ia 115 <11+ 11+
jeB  jEN jeB  jEN
also T = z*. Da das analytische Zentrum eindeutig bestimmt ist, gibt es somit nur einen
Haufungspunkt und x () konvergiert gegen x*. [ ]

18.3 Endlichkeit des Inneren Punkteverfahrens

Als néchstes zeigen wir, dass gar kein Grenzprozess zur Bestimmung der Indexmengen B und N
- und damit zur Bestimmung einer Optimallésung von (5) - durchgefithrt werden muf}; sondern
dass diese Indexmengen B und N schon nach endlich vielen Schritten festliegen.

Zunéchst definieren wir die Konditionszahl o eines selbstdualen linearen Programms durch

o= 5161% 11;;1;171(% + s(x)). (18.8)

Ferner definieren wir die Norm der Spalten D1, Ds, ..., D, der Matrix D durch

1Djll2 = \/d%j+d§j+...+d§j. (18.9)

und setzen .
m = [T IDjll2. (18.10)

j=1

Nun gilt
Lemma 18.6 Hat die schiefsymmetrische, ganzzahlige, n x n Matrix D keine Nullspalte und
ist ¢ ganzzahlig, so gilt

o> (18.11)

N | e

Beweis: Sei x € Mg. Die Vektoren z und s sind Losungen des linearen Gleichungssystems
—Dzx +s=q.

Fasst man z und s zu einem Vektor y zusammen, so gilt mit der Einheitsmatrix E: (—D, E)y = q.
D, sei jene Untermatrix von (—D, E) deren Spalten zu den positiven Komponenten von = und
s gehoren. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass D, eine reguldre Matrix ist, denn anderenfalls
reduziert man ihre Zeilen und Spalten solange, bis man eine regulire Matrix erhélt. Bezeichnen
wir mit Di jene Matrix, die man aus D, erhilt, wenn man deren j-te Spalte durch den Vektor
q der rechten Seite des Gleichungssystems ersetzt, so ist die j-te Komponente y; von y infolge
x > 0, s > 0 und der Cramer’schen Regel

_ Jde D

Yi= | det Dy|
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Da |det D,| > 1 ist, erhalten wir aus der Hadamard’schen Ungleichung (Lemma 17.3)

1 1
y; > > .
77 |det Dy| = TTj=; D4

[

Die Bedingung, dass die Koeffizientenmatrix des selbstdualen Programms keine Nullspalte
besitzt, ist fiir (Sy) erfiillt, denn r = e — De # 0, da ¢'r = ¢'e — ¢/De = n # 0 ist. Wire
andrerseits eine Spalte D; eine Nullspalte, dann ist ; = 1 —¢’D; = 1 und somit hat die Matrix

_ D r
b 27)

Satz 18.7 Die optimale Partition (B, N) kann aus jeder Losung (z(u),s(x(u))) mit p <
ermittelt werden.

keine Nullspalte.

o2

n?
Da nach Lemma 18.6 ¢ > % gilt, folgt aus Satz 18.7 unmittelbar

Korollar 18.8 Die optimale Partition kann insbesondere aus jeder Lisung (z(p), s(x(p))) mit

1
H< 53
ermittelt werden.
Beweis: Ist (z*,s*) eine Optimallésung, dann erhélt man aus
0= (z(n) = 2")'D(x(p) — %) = (x(n) — z")(s(n) = s7)
die Beziehung z(u)'s* + s(u)'z* = nu. Also gilt
zj(p)s; < x(p)'s” < x(p)'s™ + s(p)z™ =np.

Aufgrund der Definition (18.8) von ¢ kann man (z*, s*) so wiéhlen, dass fiir j € N gilt s} > 0.
Daraus ergeben sich

nuo_ nu
zj(p) < e

und u uo o

sj () = > =

J zi(p ~np n

Daher gilt fiir alle j € N:
n o
w3 < 2 und s = 2.

In analoger Weise erhilt man fiir j € B:

g
zj(p) = — und s5(p) < ——

Z—z, so gilt fir

Ist nun p <
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. o o
jeEB: zj(p) > — und sj(p) < -
Daher sind die Indexmengen B und N eindeutig festgelegt. |

Sind aber einmal die Indexmengen B und N eindeutig festgelegt, so lassen sich «* und s*
mit z* + s* > 0 durch Runden aus einer Néherungslosung (z(u), s(1)) bestimmen. Wir fassen
in der Matrix D und in den Vektoren x und s die Zeilen und Spalten mit Indizes in B und N
zusammen und erhalten

D_<DBB DBN) and x_<$B> S_<SB)
Dy Dnn N SN )

Damit wird Dz + ¢ = s zu
Dppzp + Dpnan +qs = sB (18.12)
Dnypzp + DNNTN +qN = SN- (18.13)

Nach Satz 18.5 existiert eine optimale Losung mit 5 > 0, 3y = 0, s = 0 und s > 0. Setzen
wir 23, =0, s} =0, 2 = zp(p) + € und sy = sy(u) + ¢, dann erhélt man aus Dz* + ¢ = s™

DBB(Z‘B(,U)—Fg)—FQB =0 (18.14)
Dnp(rp(p) +§) +av = sn(p) +¢. (18.15)

Unter Verwendung von (18.12) folgt dann

Dppé = Dpnaen(p) —sp(p) =: —q¢p (18.16)
und
¢ = DnBE — Dnnen(p).
Mit ¢y := —Dnynzn(p) wird die letzte Gleichung zu

(=DnBE +ay (18.17)

Somit kann ¢ durch Losen eines linearen Gleichungssystems in O(n?) Schritten gefunden
werden und ¢ wird durch eine einfache Matrixmultiplikation ermittelt. Zu zeigen bleibt, dass
die so gefundene Losung tatséichlich z* 4+ s* > 0 erfiillt. Dazu verwenden wir die folgenden
Abschatzungen. Setzen wir

n
B =Dl = 11252%2:1 |dijl. (18.18)
]:
Dann ist i
lanlloe = IDNNEN (1) ]|oo < |DNN oo - |2 (1) [loo < 57. (18.19)
Ferner ist
|Devan(p) —ssWl < vVAlDpyex(u) - sp()lle
< Vnll(E, Dpn)lleo - max(||zn (12)]loo, |55 (1) 00)

IN

\/ﬁ(1+,8)% = %-n?’ﬂ(l—i—ﬁ)u. (18.20)

Nun zeigen wir
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Satz 18.9 Hat die ganzzahlige, n x n Matrix D keine Nullspalte und ist q ganzzahlig, dann
erfillt die Losung (z*,s*), die man durch Runden aus (z(w), s(p)) mit

0_2

R+ B (18.21)

p<
erhdlt, die Beziehung
xp >0 und sy > 0.

Bemerkung. Die Bedingung fiir ¢ in Satz 18.9 ist sicher erfiillt, wenn

1

< n52(1 4 B)2r3

gewdhlt wird.

Beweis: Betrachten wir zunéchst das Gleichungssystem Dppé = Dpyan(p) — s = —q. Ist
Dpp = 0, dann kann & := 0 gesetzt werden. In diesem Fall gilt 23, = xp(p) > 0. Ferner gilt
(= —Dnnon(p). Aus (18.19) folgt dann ||([[c < B%E. Daher erhalten wir fiir s} mit j € N:

531 = Is(1) + Gl = I35 ()] = IClloe = — —ﬁ— >0

auf Grund der Wahl von y in (18.21).

Ist Dpp # 0, dann reduzieren wir das Gleichungssystem Dpp§ = —qJ, bis wir eine reguléire
Koeffizientenmatrix Dgp erhalten. Der Vektor —(qp enthilt dann die entsprechenden Kompo-
nenten von —gp. Durch die Cramer’sche Regel kann man dann & wie folgt abschétzen. Dabei ist
Dfé p jene Matrix, die man aus Dpgp erhilt, indem man die j-te Spalte durch die rechte Seite
—(p ersetzt. Ferner verwenden wir die Tatsache, dass der Absolutbetrag der Determinante einer
ganzzahligen Matrix > 1 ist und —¢j; durch (18.20) abgeschétzt werden kann.

|detD sl _
; —— BB < |det D
’€]| ‘detDBB‘ —| € BB|
< || = @Bl - | det Dpgl
1
< Zn*%(1 + B)ur. (18.22)
(o

Da z;(n) > ¢ ist, ergibt sich dann aus der Wahl (18.21) von u, dass x} = z;(u) + &; > 0 gilt.
Verwendet man die Abschitzung (18.22) von £ in der Gleichung (18.17), so erhilt man aus
(18.19)

Gl < llan + DNBﬁHoo < (1 +B) max(”‘ﬁ\/”om [I3[9)
(1+75) max(ﬂ i 3/2(1 + B)ur) = Un3/2(1 + ﬂ)Q,tm

IN

Da s;(p) fir j € N gilt, ist auf Grund der Wahl (18.21) von y fiir j € N auch s} =
si(1) + ¢

> g
- p
>0 [ ]



Kapitel 19

Innere Punkte Verfahren:
Algorithmen

19.1 Ein generischer Algorithmus

In diesem Kapitel wollen wir die im letzten Kapitel gewonnenen Ergebnisse algorithmisch um-
setzen. Wir gehen von den beiden zueinander dualen linearen Programmen

(P) max{c'z| Az <b, >0}

und
(D) min{b'y | A'y >c, y <0}

aus. Wie wir in Abschnitt 18.1 gesehen haben, betrachtet man das selbstduale lineare Programm

(So) min{(n+1)w| —Dw+5=gq, w>0,5>0}
wobei
= D r [ w _ (s _ 0 ntl
(2 0) = () o= () e (W) e
und
0 A —c
D= —-A 0 b und r:=e— De, e=(1,1,...,1)
d = 0
gilt.

Fiir dieses lineare Program (Sp) ist wg = So = e ein zulédssiger innerer Punkt. Ausgehend
von diesem inneren Punkt 16st man in den folgenden Schritten fiir immer kleiner werdendes p
ein nichtlineares Gleichungssystem der Form

0
< nt1 > (19.1)

(20 (2)
() () -
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durch das Newtonverfahren. Bezeichen wir die Losung mit
w + Aw d s+ As
w+ Aw . u+Au )’
Dann erhélt man fiir ein gegebenes pu:
_ D r w+ Aw L8 + As _ 0
—r" 0 w+ Aw u+ Au N n+1
w + Aw o s+ As B
w+ Aw u+ Au - K
Vernachlissigt man die Glieder zweiter Ordnung, dann erhalten wir aus (27.3)
—D(w+ Aw) —r(w+ Aw) + (s + As) =0
und somit unter Verwendung von (27.1)
—DAw —rAw+ As = 0.

Ferner folgt aus (27.4)

stAw+w-As=pue—w-s
u-Aw+w-Au=pu — uw

Multipliziert man (27.1) mit (w’,w) von links, so erhilt man
w's + wu = w(n+1)
Analog erhilt man fiir die Losung nach dem Newtonschritt

(w+ Aw) (s + As) + (w + Aw) (u + Au) = (w + Aw)(n + 1).

(19.3)

(19.4)

Durch Ausmultiplikation, Nullsetzen der Terme 2. Ordnung und unter Verwendung von (19.6)

und (19.7) erhélt man daraus
(w's + wu) + (np —w's) + (p — uw) = (n+ 1)(w + Aw),

also
Aw=p—w.

Setzt man dies in (19.7) ein, so bekommt man
up — uw + wAu = p — uw,
also

(1 — )

Ay =
Aus (19.6) erhilt man mit W1 := (diag(w))™*

As = pWle — s — W ldiag(s) Aw.

(19.8)

(19.9)

(19.10)
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Setzen wir As und Aw in (19.5) ein, so ergibt sich
—DAw — (g — w) + W e — s — W tdiag(s) Aw = 0.

Daher ist
(D + W ldiag(s))Aw = uW e — s — (u — w)r. (19.11)

Dies ist ein lineares Gleichungssystem (mit einer positiv definiten Koeffizientenmatrix) fiir die
Unbekannten Aw, das aufgrund der Form von D aulerdem noch eine spezielle Gestalt hat. In der
Literatur (siehe etwa Roos, Terlaky und Vial [40]) wurden mehrere spezielle Losungsverfahren
fiir dieses Gleichungssystem angegeben. Mit (19.10) und (19.11) haben wir die Update-Formeln
fiir w und s gewonnen.

Anstelle von Newtonschritten

Wpen = W+ Aw
Speu = S+ As

verwendet man vielfach geddmpfte Newtonschritte mit einem Dampfungsparameter a, der von
Schritt zu Schritt variieren kann:

Wpen = W+ aAw

Speu = S+ als.

Da wir das nichtlineare Gleichungssystem (27.2) nur approximativ gelost haben, liegt der
neue Punkt nicht mehr am zentralen Pfad. Aufgrund von Stetigkeitsiiberlegungen kann man
sich leicht davon {iberzeugen, dass die Ergebnisse des vorigen Kapitels auch in der N&dhe des
zentralen Pfades giiltig bleiben. In unserem nummerischen Verfahren miissen wir sicherstellen,
dass wir ,jin der Nédhe“des zentralen Pfades bleiben. Um den Abstand vom zentralen Pfad zu
messen, stehen verschiedene Mafle zur Verfiigung, die alle davon Gebrauch machen, dass am
zentralen Pfad alle Komponenten des Vektors w - 5 gleich sind. Man kann also etwa die Grofe

dc(w, §) = (19.12)

maxw - S
minw - 8

verwenden. Ein anderes Mafl wire

1 e w -
(.5, 1) = 3 H,/w“‘s Ve H (19.13)

Beide Mafe fithren auf polynomielle Algorithmen (siche etwa [40]).

|

Zusammenfassend 148t sich ein Inneres Punkteverfahren somit folgenderweise beschreiben:

Algorithmus 4 Generisches Innere Punkte Verfahren
o Wihle einen Genauigkeitsparameter €
o Wihle einen Update-Faktor @ mit 0 < 6 < 1 fir p

o Wihle einen Nachbarschaftsparameter k.



134 Ganzzahligkeit linearer Programme

o Wihle eine Ausgangslosung wo, So und ein po < 1 so dass §(wo, S0, po) < K.

while 6(w, s, 1) > k do

w = w + aAw;

endwhile
endwhile
end

Eine besonders einfache Version eines inneren Punkte Verfahren, das zudem noch eine her-
vorragende Komplexitéat aufweist, erhélt man durch folgende Wahl: Man beginnt mit pg := 0

und wéihlt als Update Parameter 6 := 5 (1 = Man kann dann zeigen, dass bei vollen New-
n

ton Schritten die neuen Losungen in der Néhe des zentralen Pfades bleiben (siche [40]). Damit
eriibrigt sich die Abfrage §(w, 3, ) > k. Zusammengefait kann man den Algorithmus folgender-

weise formulieren:

Algorithmus 5 Primal-duales innere Punkteverfahren mit logarithmischer Barrierfunktion
und vollen Newton Schritten

o Wihle einen Genauigkeitsparameter e

o W:=e¢e;
e S:=¢;
o =1,
© 0= 2 (;H)"

W = 0 + Aw;

5:=w+ A5;

o= (1 - ‘9):“’
endwhile

Man kann nun zeigen

Satz 19.1 Das primal-duale innere Punkteverfahren mit logarithmischer Barrierfunktion und
vollen Newton Schritten liefert nach héchstens [2y/n + 1log ”T‘H] Schritten eine zuldssige Lisung
von (Sp) mit (n+ 1)p <e.

Fiir einen Beweis dieses Resultates sei wieder auf [40], Theorem I1.52 verwiesen.



Kapitel 20

Ganzzahligkeit der Losungen linearer
Programme

Oftmals ist man bei Problemen in der Praxis an Losungen von linearen Programmen interessiert,
die ganzzahlig sind, z.B. wenn es sich um Stiickzahlen handelt oder um das Ergebnis einer
logischen Entscheidung ja oder nein. Daher ist das Problem

(IP) max{c'z|Az < b,x > 0 ganzzahlig }

eine Aufgabe, die betrichtliches Interesse in Praxis und Forschung gefunden hat.

Eine der ersten Fragen, die sich im Zusammenhang mit der Ganzzahligkeit von Losungen
bei linearen Programmen stellt, ist: Wann sind alle Basislosungen eines linearen Programmes
ganzzahlig? Oder geometrisch ausgedriickt: Wann hat die Menge der zuldssigen Punkte eines
linearen Programmes nur ganzzahlige Ecken? In diesem Fall liefert das Simplexverfahren stets
eine ganzzahlige Losung.

Wir werden dieser Frage in diesem Abschnitt nachgehen und zeigen, dass es eine wichti-
ge Klasse von linearen Optimierungsaufgaben gibt, von denen man zeigen kann, dass sie bei
ganzzahligen Ausgangswerten auch ganzzahlige Optimallosungen besitzen. Andererseits besitzt
leider die grofle Masse linearer Programme nicht diese schone Eigenschaft. Daher werden wir uns
in spdteren Abschnitten iiberlegen miissen, wie man die Ganzzahligkeit von Lésungen erzwingen
kann.

Gegeben sei eine ganzzahlige (nxn)-Matrix A. Die Matrix A heiit unimodular, wenn det A =
+1. So ist beispielsweise die Matrix

4 3
=(73)

eine unimodulare Matrix. Ist A eine ganzzahlige, unimodulare Matrix, dann ist auch A~! ganz-
zahlig, denn
1
-1 _ +
= A
det A™

wobei die Elemente von AT Polynome in den Elementen von A sind. Daher besitzt auch das
Gleichungssystem Ax = b fiir ganzzahlige rechte Seite b stets eine ganzzahlige Losung.

Beispiel 20.1 Das Gleichungssystem
414+ 322 = by
Tx1+ b5z = by

135
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besitzt die ganzzahlige Losung
xr1 = —bbi + 3bo,
Tro = 7b1 - 4b2

Eine ganzzahlige (m x n)-Matrix A hei8t vollstindig unimodular, wenn fiir jede quadratische
Untermatrix B von A gilt
det B € {0,+1, —1}.

Offenbar koénnen die Elemente einer vollstdndigen unimodularen Matrix A nur die Werte 0 und
+1 annehmen, denn jede (1 x 1) Untermatrix von A hat ja ebenfalls det a;; € {0, £1}. Nun gilt

Lemma 20.1 Ist A vollstindig unimodular, so hat A = (ai;) nur Elemente a;; € {0,%1}.
Ferner sind auch die Matrizen At, —A, (A|A), (A|E) und (A| — A) wvollstindig unimodular.

Beweis: Nachdem fiir jede quadratische Matrix B stets det B = det B! gilt, ist A! vollstindig
unimodular, wenn A vollstéindig unimodular ist. Aus det(—A) = +det A folgt eine analoge
Aussage fiir die Matrix —A.

Nun sei B eine beliebige quadratische Untermatrix von (A|E). Enthélt B nur Spalten von A oder
nur Spalten von E, so ist nach Voraussetzung det B € {0, £1}. Nun enthalte B sowohl Spalten
von A als auch von E. Nach einer Zeilen- und Spaltenpermutation ldsst sich B schreiben als

- ()
A | E

wobei E wieder eine Einheitsmatrix ist. Nun gilt det B = + det(B) und det(B) = det A; det £ =
det Ay € {0,+1}. Also ist auch die Matrix (A|E) vollstindig unimodular.
Ist nun B eine Untermatrix von (A|A), so hat B entweder zwei gleiche Spalten und ist daher
singulér, oder alle Spalten sind verschieden. Dann kann aber B auch als Untermatrix von A
aufgefafit werden: In diesem Falle gilt wieder det B € {0, +1}.
Ein analoges Argument zeigt auch, dass (A| — A) vollstédndig unimodular ist, wenn man bertick-
sichtigt, dass fiir Spaltenvektoren a',a?,...,a" gilt det(£a', +d?, ..., £a") = +det(a', a?, ..., a").
|

Achtung! Aus der vollstindigen Unimodularitdt von A und B folgt nicht notwendigerweise
die vollstéindige Unimodularitit von (A|B). Denn wire dies der Fall, so wire jede Matrix mit
Elementen 0 und 1 vollsténdig unimodular. Aber die Matrix

110
A=10 11 (20.1)
101

hat det A = 2 und ist daher nicht vollstindig unimodular.

Wir werden nun zeigen, dass die vollsténdige Unimodularitéit von A fiir Probleme der Form
max{cz|Az < b,z > 0} notwendig und hinreichend dafiir ist, dass jede Basislosung dieser
linearen Optimierungsaufgabe ganzzahlig ist.

Satz 20.2 (Hoffman und Kruskal, 1956, [27])

Sei A eine ganzzahlige Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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137

A st vollstindig unimodular.

Fiir beliebiges ganzzahliges b sind die Ecken der polyedrischen Mengen
S(b) = {z|Az < b, x > 0} ganzzahlig.

3. Jede quadratische, nichtsinguldre Untermatriz von A hat eine ganzzahlige Inverse.

Beweis: (nach Veinott und Dantzig [50]):

1. = 2.

Zunéchst gilt nach Lemma 20.1, dass mit A auch die um die Einheitsmatrix erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|E) vollstandig unimodular ist. Somit ist jede Basismatrix Ap uni-
modular und daher hat das Gleichungssystem Apxp = b eine ganzzahlige Losung. Daher
ist jede Ecke von S(b) ganzzahlig.

. Sei Ap eine Basismatrix und 131 der i-te Spaltenvektor von Agl. Wir zeigen zunéchst, dass

b; ganzzahlig ist. Dann ist jede Basisinverse des Systems Az + Ey = b ganzzahlig.

Wihlen wir dazu t beliebig, aber ganzzahlig so, dass b; + ¢ > 0 gilt. Setzen wir nun
b(t) = Apt + e;, wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Nun gilt

xp = AG'b(t) = Ag'Apt + Agte; =t +b; > 0.

Daher entspricht (zp,zx5) = (t+ b;, 0) einer zulissigen Ecke von S(b(t)), die nach Voraus-
setzung ganzzahlig ist. Da t ganzzahlig ist, ist damit auch b; ganzzahlig.

Nun zeigen wir, dass jede nichtsinguldre Untermatrix F' von A eine ganzzahlige Inverse
besitzt. Ergénzen wir F' durch Spalten von E zu einer Basismatrix, so gilt

F 0
AB:(... E)
0

F—l
Nun ist Agl = ( % ) und da Agl ganzzahlig ist, ist auch F~! ganzzahlig.

. Sei F' eine beliebige quadratische, nichtsinguldre Untermatrix von A. Nach Voraussetzung

ist F~! ganzzahlig. Daher sind det F und det F'~! ganze Zahlen. Aus det F' - det F~! =
det(F - F~1) = det E = 1 folgt det F = +1, also A vollstindig unimodular.

Als Korollar erhilt man

Korollar 20.3 1. Ist die Koeffizientenmatriz von max{c'z|Ax < b,z > 0} bei ganzzahligem

b und c vollstindig unimodular, so haben sowohl das primale als auch das duale Problem
polyedrische Mengen mit nur ganzzahligen Ecken.

2. Sind b, b und ¢ ganzzahlig und ist A vollstindig unimodular, so sind die Ecken von S =

{z|b< Az < b,0 <z < c} ganzzahlig.
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Beweis: zu 2. S lasst sich in der Form

A b
S=<z A |z < -5 |,z2>0
FE c

schreiben und nach Lemma 20.1 ist die zugehorige Koeffizientenmatrix vollstéindig unimodular.
|

Die Bedeutung des Satzes von Hoffman und Kruskal liegt darin, dass lineare Programme mit
vollstéandig unimodularer Restriktionsmatrix stets ganzzahlige Basislosungen haben. Lost man
daher ein derartiges Problem etwa durch das Simplexverfahren, so erhélt man automatisch eine
ganzzahlige Losung.

Wie stellt man nun fest, ob eine gegebene Matrix A = (a;;) vollstandig unimodular ist? Eine
notwendige Bedingung ist offenbar, dass alle Elemente a;; entweder 0 oder £1 sind. Wie die Ma-
trix (20.1) zeigt, ist diese Bedingung aber nicht hinreichend. Mittels eines Dekompositionssatzes
von Seymour [43] kann man in polynomialer Zeit, nimlich O((m -+ n)*m) Schritten, testen, ob
eine gegebene Matrix vollstdndig unimodular ist. Kin derartiger Test ist ausfiihrlich in Schrijver
[42] beschrieben. Im Fall, dass jede Spalte der Matrix A nur zwei Eintrége ungleich 0 hat, liefert
der folgende Satz eine Bedingung fiir die vollstdndige Unimodularitit von A:

Satz 20.4 (Heller und Tompkins, 1956 [25])

Eine Matriz A mit Elementen 0,+1, —1 ist vollstindig unimodular, wenn gilt

1. Jede Spalte von A hat héchstens zwei Elemente # 0.
2. Die Zeilen von A lassen sich in zwei Klassen Ry und Ro einteilen, wobei gilt:

(a) Enthilt eine Spalte zwei Elemente # 0 mit demselben Vorzeichen, so sind die beiden
zugehdrigen Zeilen nicht in derselben Klasse.

(b) Enthdlt eine Spalte zwei Elemente # 0 mit verschiedenem Vorzeichen, so sind die
zugehdrigen Zeilen in derselben Klasse.

Beweis: Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, dass unter den Voraussetzungen des Satzes
jede (k x k) Untermatrix von A die Determinante 0, +1 hat. Fiir £ = 1 ist dies sicher richtig, da
a;j € {0,41,—1}. Nehmen wir an, diese Behauptung gelte fiir alle Untermatrizen mit k—1 Zeilen
und Spalten. Es sei nun B eine quadratische Untermatrix von A mit & Zeilen. Wir unterscheiden
folgende Fille:

1. Hat B eine Nullspalte, dann ist aber det B = 0.

2. Hat B eine Spalte mit nur einem Element # 0, so wird det B nach dieser Spalte entwickelt.
Aus der Induktionsannahme folgt det B € {0,+1} .

3. Jede Spalte von B enthilt zwei Elemente # 0. Wegen 2a) und 2b) gilt fiir jede Spalte j

von B:
dap =Y ai; (G =j1,.. )

1€ER 1€ERy
Also sind die Zeilen von B linear abhéingig und daher ist det B = 0. [ |
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Im Anhang zur Arbeit von Heller und Tompkins zeigte D. Gale [25], p. 253, dass die Bedin-
gungen des Satzes auch notwendig sind fiir Matrizen, die in jeder Spalte hochstens zwei Elemente
# 0 besitzen. Offenbar ist bei der Matrix (20.1) die Bedingung von Heller und Tompkins nicht
erfiillbar. Daher ist diese Matrix nicht vollstdndig unimodular. Insbesondere zeigt der Beweis
des Satzes von Heller und Tompkins, dass die Zeilen jeder vollstdndig unimodularen Matrix,
deren Spalten genau zwei Elemente # 0 enthalten, linear abhéngig sind.

Korollar 20.5 Hat eine vollstindig unimodulare Matriz in jeder Spalte genau zwei Elemente
%0, dann sind ihre Zeilen linear abhdingig.

Wir wenden nun den Satz von Heller und Tompkins auf zwei wichtige Problemklassen an.

Beispiel 20.2 Koeffizientenmatriz eines Transportproblems
Die Koeffizientenmatriz eines Transportproblems

min ¢’z

unter den Restriktionen

n
inj:ai (1§’L§m)
J=1

m
Yozij=b; (1<j<n)
=1
ri; >0 (1<i<m,1<j5<n)

hat die Gestalt

1 1 1

Wendet man darauf den Satz von Heller und Tompkins an mit Ry = {l,...,m}, Ry =
{m +1,...,m + n}, so sind dessen Voraussetzungen erfillt. Daher ist A vollstindig unimo-
dular. Daher liefert das Simplezverfahren bei ganzzahligen Werten a; und b; stets ganzzahlige
Optimallosungen. Nach Korollar 20.5 sind die Zeilen der Transportmatriz linear abhdngig.

Im Zusammenhang mit der Bestimmung von maximalen Fliissen in Netzwerken spielt die
Knoten-Pfeil Inzidenzmatrix eine tragende Rolle. Diese ist ebenfalls vollsténdig unimodular, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 20.3 Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E) mit endlicher Knotenmenge V
und der Menge E C'V x V gerichteter Kanten (vgl. Abb. 20.1).
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€3

[ )
V2

€4

Transportprobleme

€10

€8
e
6 !
€9

v

Abbildung 20.1: Ein gerichteter Graph mit 7 Knoten

Die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist definiert durch die Fintrdge

L,
_]_7
0,

a;j =

falls die Kante e; vom Knoten i ausgeht,
falls die Kantee; in den Knoten i einmiindet,

sonst.

Fiir obiges Beispiel lautet die Inzidenzmatrix

€1

€3 €4 €5 €

€7 €3 €9 €10

V1 1
V2
(OR} -1
V4
Vs
Ve

v

Die Wahl Ry =V und Ry = 0 im Satz von Heller-Tompkins zeigt, dass eine Knoten-Pfeil Inzi-
denzmatriz vollstindig unimodular ist. Nach Korollar 20.5 sind die Zeilen der Knoten-Kanten

-1

1

1 -1

-1 1 -1

Inzidenzmatriz eines gerichteten Graphen linear abhdngig.
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Transportprobleme

Gegeben seien m Fabriken, in denen jeweils die Warenmengen a; (1 < i < m) erzeugt werden. Die
Waren sollen vollstéindig an n Abnehmer versandt werden, wobei der j-te dieser Abnehmer die
Warenmenge b; (1 < j < n) benétigt. Die Transportkosten fiir den Versand einer Wareneinheit
vom Erzeuger ¢ zum Abnehmer j bezeichnen wir mit ¢;;. Die Variable z;; gibt an, wieviel
Wareneinheiten vom Erzeuger ¢ an den Abnehmer j gesandt werden.

Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

m n
E a; = E bj
=1 7=1

gilt. Denn wird mehr erzeugt als verbraucht, so fiihrt man einen zusétzlichen Verbraucher n + 1
ein, der die nichtgelieferten Waren iibernimmt. Die Gréflen c¢; 41 sind dann Lagerkosten bei
den Erzeugern ¢, ¢ = 1,2,...,m. Wird aber mehr gebraucht als erzeugt, so fiihrt man einen
zusétzlichen Erzeuger m + 1 ein. Die Kosten ¢p,41 ; sind dann Strafkosten fiir den Fehlbedarf
der Abnehmers j, j =1,2,...,n.

Die Minimierung der Gesamtkosten fiihrt auf folgendes Modell, genannt Transportproblem:

m n
Minimiere E g CijTij

i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen

n

Zl’ij = Qa; (1 Szgm),
j=1

m

Yoy = b (1<j<n), (21.1)
i=1

Aufgrund der speziellen Gestalt der Restriktionen kann das Simplexverfahren so modifiziert
werden, dass man allein mit Additionen und Subtraktionen eine Optimallésung erhilt. Daraus
folgt erneut, dass man bei ganzzahligen Ausgangswerten eine ganzzahlige Optimallésung erhilt.

Die Koeffizientenmatrix eines Transportproblems (kurz: Transportmatriz) hat die Gestalt
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1 1 1
Die ersten m Zeilen dieser Matrix entsprechen den Erzeugern, die letzten n Zeilen der Matrix
entsprechen den Abnehmern. Jede Spalte i-n+ j gibt an, dass j von i aus beliefert werden kann.
Da die Summe iiber die ersten m Zeilen gleich der Summe {iber die letzten n Zeilen ist, sind
die Zeilenvektoren der Matrix A linear abhingig. Streicht man jedoch die letzte Zeile, so erhilt
man eine Matrix mit dem Rang m +n — 1, denn wie man leicht sieht, sind die ersten n Spalten,
sowie die m — 1 Spalten mit den Indizes kn + 1, k = 1,...,m — 1, linear unabhéngig.

Wie wir sehen werden, kann die Transportmatrix kann als Knoten-Kanten Inzidenzmatrix
eines bipartiten Graphen G' = (I, J; F) aufgefasst werden. Dies ermoglicht eine besonders an-
schauliche Interpretation des Simplexverfahren adaptiert fiir Transportprobleme. Aus diesem
Grund sehen wir uns zunéchst ndher den Zusammenhang zwischen Graphen und Transportpro-
blemen an.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V| E)) mit endlicher Knotenmenge V und Kan-
tenmenge E. Jede Kante e = [i,j] verbindet zwei Knoten ¢ und j von V. Zwei Knoten, die
durch eine Kante verbunden sind, heiflen benachbart. Der Grad d(i) eines Knotens i € V ist
die Anzahl der Kanten, die mit 4 inzidieren. Ist d(i) = 1, so bezeichnet man den Knoten i als
ein Blatt. Ein Graph G = (V, E) heifit Teilgraph von G = (V, E), falls E C E gilt. Ein Graph
G' = (V',E') mit V' CV und E’ C E heifit Untergraph von G. Gilt fiir eine Folge von Knoten
P = (ig, 11,12, ..., in), dass [ig, ix+1] fiir £ = 0,1,...,n—1 eine Kante in E ist und sind die Knoten
10, %1, ---, in—1 paarweise verschieden, so bezeichnet man P als einen Weg. Gilt ig = iy, so liegt
ein Kreis vor. Kreise (ig, i9) bezeichnet man als Schlingen. Ein Graph G = (V, E) heifit einfach,
wenn er wie oben definiert ist und keine Schlingen besitzt. Die Anzahl der Kanten eines Weges
bzw. eines Kreises nennt man die Ldnge des Weges (Kreises). Ein Weg bzw. Kreis mit einer
geraden Anzahl von Kanten heifit ein gerader Weg bzw. gerader Kreis.

Ein Graph heifit zusammenhdingend, wenn es zu je zwei Knoten 4, j € V einen Weg gibt mit
iop = 4 und i, = j. Ist nun V' die Menge aller Knoten j, die von i aus iiber einen Weg erreichbar
sind, und gilt E' := {[i,j] € E | i,j € V'}, so nennt man den Untergraphen G’ = (V', E’)
die Zusammenhangskomponente von ¢. Zwei Zusammenhangskomponenten eines Graphen sind
entweder gleich oder knotendisjunkt. Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph, der keine
Kreise besitzt.

Bevor wir beweisen, dass Badume Basislosungen von Transportproblemen entsprechen, geben
wir einige Charakterisierungen von Bédumen an. Mit |V| und |E| bezeichnen wir die Anzahl von
Knoten bzw. Kanten in G = (V, E).

Satz 21.1 Charakterisierung von Bdumen
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Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit 1 < |V| < co. Dann sind dquivalent:

~

. G ist ein Baum.

2. G ist zusammenhdngend und |E| = |V| — 1.

3. G ist kreisfrei und |E| = |V| — 1.

4. Zu je zwei Knoten i,j gibt es genau einen Weg von i nach j.
5

. G ist zusammenhdingend und jeder Teilgraph mit weniger als |V| — 1 Kanten ist nicht
zusammenhdingend. (G ist ein minimal zusammenhdngender Graph).

6. G ist kreisfrei. Fiigt man eine neue Kante [i, j| € E hinzu, so enthdlt der neue Graph einen
Kreis. (G ist ein mazimal kreisfreier Graph).
Beweis: 1.=— 2. Sei n := |V|. Fiir n = 1 ist die Aussage richtig. Daher kénnen wir annehmen,

dass jeder Baum mit n Knoten n — 1 Kanten enthélt. Sei nun G ein Baum mit n Knoten. G
enthélt mindestens ein Blatt ip, denn anderenfalls kann man in einem beliebigen Knoten starten
und zu einem Nachbarn weitergehen, von dort iiber eine andere Kante zu einem neuen Knoten
und so fort. Da es nur endlich viele Knoten gibt, kommt man nach hochstens n Schritten zu
einem bereits besuchten Knoten zuriick. Dies bedeutet aber, dass G einen Kreis besitzt, was
ausgeschlossen ist, da G ein Baum ist. Streicht man nun ¢g und die einzige mit iy inzidierende
Kante, so erhélt man wieder einen zusammenhéingenden und Kkreisfreien Graphen, also einen
Baum mit n — 1 Knoten, der nach Induktionsvoraussetzung n — 2 Kanten besitzt. Daher hat G
n — 1 Kanten.

2.— 3. Sei G zusammenhéngend mit n Knoten und n — 1 Kanten. Hétte G Kreise, so konnte
man in jedem dieser Kreise eine Kante streichen und man erhielte einen zusammenhéngenden,
kreisfreien Graphen, also einen Baum mit n Knoten und weniger als n—1 Kanten im Widerspruch
zu 2.

3.— 4. Sei G kreisfrei mit n Knoten und n — 1 Kanten. In G gibt es von einem Knoten ¢ zu
einem Knoten j # i nicht zwei oder mehr verschiedene Wege, denn sonst enthielte G einen Kreis.
Nehmen wir an, von 7 nach j gibe es keinen Weg. Sei nun G die Zusammenhangskomponente von
G, die i enthélt, und Go die Zusammenhangskomponente, die j enthélt. Die Knotenmengen von
G'1 und G4 sind disjunkt. Gibt es noch weitere Knoten, die weder in G1 noch in G5 liegen, so seien
(s, ..., G, ihre entsprechenden Zusammenhangskomponenten. Jede Zusammenhangskomponente
ist kreisfrei, also ein Baum mit n; Knoten und n; — 1 Kanten, ¢ = 1,2, ...,7. Es gilt

T T
Zni:n und Z(ni—l):n—r.
i=1 i=1

Da r > 2 hat G also weniger als n — 1 Kanten im Widerspruch zur Annahme |E| = |[V|—1. Also
ist G zusammenhéngend, d.h. zwischen jedem Knotenpaar gibt es einen Weg.

4.—> 5. Sei G ein Graph, in dem es zu jedem Knotenpaar i, j # i einen Weg von ¢ nach j gibt.
Streicht man in G eine Kante [i, j], dann ist G nicht mehr zusammenhéngend, da diese Kante
nach Voraussetzung der einzige Weg von ¢ nach j war.

5.— 6. Sei G zusammenhingend. Enthielte G einen Kreis, so kénnte man eine Kante in diesem
Kreis streichen und erhielte noch immer einen zusammenhéngenden Graphen im Widerspruch
zur Annahme, dass jeder Teilgraph mit weniger als |V | — 1 Kanten nicht zusammenhéngend ist.
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Fiigt man nun zu G eine neue Kante [i, j| hinzu, so bildet diese zusammen mit dem bereits in
G vorhandenen Weg von 4 nach j einen Kreis.
6.— 1. Seien i und j # ¢ zwei beliebige Knoten in G. Entweder ist [i, j] eine Kante von G oder
durch Hinzufiigen dieser neuen Kante entsteht ein Kreis, was bedeutet, dass es in G bereits einen
Weg von ¢ nach j gegeben hat. Daher ist G zusammenhéngend und kreisfrei, also ein Baum.

|

Eine n xm Matrix A = (a;;) heifit Knoten-Kanten Inzidenzmatriz eines Graphen G = (V, E)
mit |V| =n, |E|=m, wenn

(21.3)

1 falls Knoten i inzidiert mit Kante &,
Al - —
' 0 falls sonst.

Wir ordnen nun einem Transportproblem auf folgende Weise einen Graphen zu: Jedem In-
dex ¢ und jedem Index j entspricht ein Knoten des Graphen. Die Kanten seien durch [, j]
mit 1 <7 < m,1 <5 < n gegeben. Wir nennen diesen Graphen Transportgraph. Offenbar ist
die Koeffizientenmatrix (21.2) eines Transportproblems die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix des
Transportgraphen. Der Transportgraph hat noch eine spezielle Eigenschaft, ndmlich er ist bipar-
tit, d.h. seine Knotenmenge 148t sich in zwei nichtleere, disjunkte Mengen I und J zerlegen, so
dass es nur Kanten zwischen einem Knoten ¢ € I und einem Knoten 5 € J gibt. Die Knotenmenge
I entspricht den Produktionsstétten, die Knotenmenge J den Abnehmern im Transportmodell.

Lemma 21.2 Jeder Kreis in einem bipartiten Graphen hat eine gerade Anzahl von Kanten, die
abwechselnd blau und rot gefirbt werden kinnen.

Beweis: Da es in einem Kreis in einem bipartiten Graphen G = (I, J; E) zu jeder Kante von
einem Knoten ¢ € I zu einem Knoten j € J auch wieder eine Kante geben muf}, die von der
Menge J in die Menge I zuriickfiihrt, ist jeder Kreis in G gerade. Die Kanten, die von I nach J
fithren, farben wir blau, die Kanten, die von J nach I zuriickfithren, farben wir rot. Dann sind
alle Kanten des Kreises abwechselnd blau und rot geféirbt. [ |

Es gilt nun

Satz 21.3 Jeder Menge linear unabhdingiger Spalten der Transportmatriz (21.2) entspricht ein-
eindeutig ein Teilgraph des Transportgraphen, der keine Kreise enthdlt.

Beweis: Nach Definition entspricht jeder Spalte von A eine Kante in G. Wir zeigen: Sind die
Spalten linear abhéngig, so enthélt der zugehorige Teilgraph einen Kreis und umgekehrt.

1. G enthalte einen Kreis. Da G bipartit ist, enthélt G einen geraden Kreis. Seine Kanten
[i, 7] konnen abwechselnd blau und rot gefiirbt werden. Nun gilt

Yo=Y ay,
li,7] blau [4,5] TOb

da jeder Knoten des Kreises mit einer blauen und roten Kante inzidiert. Daher sind die
zugehdrigen Spaltenvektoren a;; linear abhéngig.
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2. Sei nun {a;; | (¢,j) € K} eine Menge linear abhéngiger Spalten. Dann gibt es ein a =
(aij) # 0 mit Zaij cag; = 0. Sei K’ := {(4,7) | as;j # 0}. Dann muss jeder Knoten,

K
der mit einer Kante in K’ inzidiert, auch mit einer weiteren Kante in K’ inzidieren. Das

bedeutet, dass im Untergraphen G’ = (V', E’) mit E' = {[i,j] | (i,7) € K'} jeder Knoten
i und j einen Grad > 2 hat. Damit enthélt G’ einen Kreis. [ ]

Anmerkung. Whitney [52] axiomatisierte 1935 den Begriff der linearen Abhéngig-
keit und fiithrte dazu das kombinatorische Konzept eines Matroides ein. Sei E eine
endliche Menge und Z eine nichtleere Familie von Untermengen von FE, so dass gilt

1. Mit F' € 7 enthilt Z auch alle Teilmengen von F'.

2. Sind F und G in Z mit |F| < |G|, so gibt es ein Element e € G'\ F, so dass
F U {e} wieder in 7 liegt (Steinitz’sche Austauscheigenschaft).

Das System (E,Z) heifit ein Matroid, die Mengen F € Z werden als unabhdngige
Mengen bezeichnet.

Es ist leicht {iberpriifbar, dass jedes System linear unabhéngiger Spalten einer Ma-
trix A diese Matroideigenschaften erfiillt. Sie bilden ein Matrixmatroid. Ferner kann
man auch leicht zeigen, dass alle kreisfreien Untergraphen eines Graphen GG die Ma-
troideigenschaften erfiillen. Sie bilden ein graphisches Matroid. Satz 21.3 besagt nun:
Ist A die Inzidenzmatriz eines Graphen G, so sind das Matrizmatroid gegeben durch
A und das graphische Matroid gegeben durch G isomorph.

Teilgraphen von G, die alle Knoten von G enthalten, zusammenhingend sind und keine
Kreise enthalten, heiflen Geriiste von G. Offenbar ist jedes Geriist ein Baum. Geriiste sind nach
Satz 21.1, Punkt 6 maximal-kreisfreie Graphen. Da der einem Transportproblem zugeordnete
Graph m + n Knoten besitzt, hat nach Satz 21.1 ein Geriist dieses Graphen m +n — 1 Kanten.
Diese entsprechen nach Satz 21.3 einer maximalen Menge von linear unabhéingigen Spalten der
Transportmatrix (21.2), also einer Basis B. Und umgekehrt entspricht jede Basis des Transport-
problemes einem Geriist im Transportgraphen. Damit haben wir den wichtigen Zusammenhang
zwischen Basen und Geriisten des Transportgraphen hergestellt:

Satz 21.4 Jeder Basis des Transportproblemes entspricht eindeutig ein Geriist im zugehdorigen
Transportgraphen G und umgekehrt entspricht jedem Geriist in G eine Basis des Transportpro-
blemes.

Kehren wir nun zur Losung des Transportproblems durch das Simplexverfahren zuriick. Es
sei B eine Basis. Um zu iiberpriifen, ob die zugehorige Basislosung optimal ist, miissen die
reduzierten Kostenkoeffizienten ¢y’ = ¢y — c’BAE}lA N bestimmt werden. Setzt man

W' Ap =y, (21.4)
so erhilt man fiir die reduzierten Kostenkoeflizienten

N =y — W ApAZ Ay = dy — ' Ap. (21.5)
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Da Ap regulir ist, ist die Gleichung v’ Ap = 5 eindeutig 16sbar. Bezeichnen wir die Losung mit
uw = (u1,...,Umn,V1,-..,0y—1) und ordnen wir diese Werte den Knoten des Transportgraphen
11,19, vy b und ji,j2, ..., Jn zZU, wobei wir v, := 0 setzen. Die Basis B entspricht einem Geriist
von G. Dessen Kanten [i, j] werden die Groflen ¢;j, (i, j) € B, zugeordnet. Das Gleichungssystem
(21.4) besagt, dass fiir jedes (¢, j) € B die Gleichung u; +v; = ¢;; gelten mufl. Da die Basis einem
Baum entspricht, kann man also das Gleichungssystem u'Ap = 3 dadurch rekursiv auflésen,
indem man im Knoten j, beginnt und fiir die mit diesem Knoten inzidierenden Kanten [i, n| die
Werte u; := ¢y, festsetzt. Fiir die weiteren mit i inzidierenden Kanten [7, j] mufl u; + v; = ¢j;
gelten. Daraus ist eindeutig v; berechenbar. Da ausgehend vom Knoten j, jeder Knoten des
Graphen auf einem eindeutig durch das Geriist festgelegten Weg erreichbar ist, ist somit das
Gleichungssystem u'Ap = 5 eindeutig rekursiv auflosbar.

Ist wy,uo, ..., uy und vy, v, ...,v,—1 einmal berechnet, so ergeben sich die reduzierten Ko-
stenkoeffizienten aus &y = ¢y — v An. Setzen wir

CN = u,AN

und v, := 0, dann ist
Cij = u; +v; fiir alle (i,7) € N.

Aus der Theorie des Simplexverfahrens ist bekannt, dass bei einem Minimierungsproblem eine
Basislosung (B, N) optimal ist, wenn die reduzierten Kostenkoeffizienten nichtnegativ sind. So-
mit ist die Basislosung optimal, wenn fiir die reduzierten Kostenkoeflizienten é;; > 0, (7,7) € N,
gilt. Also mu$ fiir alle Indizes (7,7) € N gelten:

Cij = Cij- (21.6)

Ist (21.6) nicht erfiillt, so wird eine Nichtbasisvariable x,s mit ¢,s — ¢s < 0 in die Basis
aufgenommen. Das bedeutet, dass im Transportgraph die Kante [r,s] zum augenblicklichen
Gertist hinzugefiigt wird. Dadurch entsteht nach Satz 21.1 genau ein Kreis C' mit einer geraden
Anzahl von Kanten. Die neue Kante [r, s] wird blau gefiarbt. Da der Kreis C' gerade ist, konnen
wir seine Kanten abwechselnd blau und rot fiarben. Eine Kante aus dem Kreis muf} gestrichen
werden, damit man ein neues Geriist (eine neue Basislosung) erhilt. Dieser Basisaustauschschritt
148t sich nun aber ebenfalls leicht graphisch beschreiben. Dazu ordnen wir zunéichst die Werte
der Basisvariablen z;;, (4,j) € B, den Kanten des Gertistes zu. Die Restriktionen

n
inj:ai (i:1,...,m),
7j=1

m
Zl‘ij:bj (j:1,...,n>
=1

des Transportproblemes besagen, dass in jedem Knoten ¢ und j die Summe der Basisvariablen
x;; auf Kanten, die mit dem Knoten 7 bzw. dem Knoten j inzidieren, konstant sein muf. Dies
bedeutet: vergrofert man den Wert von x;; um ein J, dann miissen auf anderen mit ¢ und j
inzidierenden Kanten des Geriistes die Werte der zugehorigen Basisvariablen um ¢§ verringert
werden.
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Wird also die neue Kante [r, s] zum Geriist hinzugefiigt und soll die neu in die Basis aufzu-
nehmende Variable z,s den Wert § erhalten, so muss man die Werte der Basisvariablen entlang
des Kreises C' modifizieren. Da die Kante [r, s] blau ist, kann man 6 von den Werten der Ba-
sisvariablen auf den roten Kanten abziehen und zu den Werten der Basisvariablen, die blauen
Kanten entsprechen, hinzuaddieren. Da C' gerade ist, wird durch diese Vorgangsweise garantiert,
dass in jedem Knoten die Summe aller Basisvariablen konstant bleibt. Dann bestimmt man

do := min{x;; | (¢,7) rot}.
Dieser Wert werde von der roten Kante [ig, jo] angenommen. Setzt man

xij = xi; + 0o, falls (4,7) blau,

xij =z —0p falls (4,7) rot

und
B :=BU{(r,s)} \ {(%0,70)}

so erhélt man eine neue Basislosung. Die Variable x;, j, hat nun den Wert 0 und wird eine
Nichtbasisvariable. Streicht man die Kante [ig, jo] im Kreis C, so erhdlt man das Geriist, das
der neuen zuléssigen Basislosung entspricht.

Eine Ausgangslosung fiir ein Transportproblem kann auf folgende Weise bestimmt werden:
Wir fassen die Variablen z;; in einem Tableau mit Zeilen 7, 1 <7 < m, und Spalten j, 1 < j <mn,
zusammen. Das Tableau wird durch die Zeilen- und Spaltensummen a; und b; ergénzt:

b1 by ... by
ai 11 12 Tin
ag 21 x22 T2on
Um | Tml | Tm2 | --- | Tmn

Nun geht man nach folgendem Schema vor:

Bestimmung einer Ausgangslésung
1. Wihle im Tableau ein Indexpaar (ig, jo) und setze
Tigjo = min (aiy, bjy)
2. Tableauénderung

2.1 Falls a;, < bj,, streiche Zeile 7o und setze bj, := bj, — a;,.
2.2 Falls bj, < a;,, streiche Spalte jo und setze a;, := a;, — bj,.

2.3 Gilt a;, = bj,, und enthélt das Tableau mindestens so viele Zeilen als Spalten, so
streiche Zeile i und setze bj, := 0. Andernfalls streiche Spalte jp und setze a;, := 0.
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3. Hat das Tableau keine Zeilen und Spalten mehr, so terminiere. Andernfalls gehe nach 1.

Durch dieses Verfahren wird stets eine Basis fiir das Transportproblem bestimmt: Denn wéhlt
man ein Indexpaar (io, jo) und streicht nun die Zeile i [Spalte jo] im Tableau, so sind in der
Transportmatrix A (21.2) alle Spalten gestrichen worden, die das Element 1 in der ig-ten Zeile
[(m+ jo)-ten Zeile] enthalten. Daher ist die zu (ig, jo) gehorige Spalte von A von allen noch nicht
gestrichenen Spalten von A linear unabhéngig. Daher bestimmen die n + m — 1 ausgewihlten
Spalten von A eine Basis.

Zwei einfache Kriterien zur Wahl von (ig, jo) sind:

Nordwesteckenregel (linke, obere Eckenregel):

i sei der Index der ersten nichtgestrichenen Zeile, jo der Index der ersten nichtge-
strichenen Spalte im Tableau.

Regel der geringsten Kosten:

Sei I die Indexmenge der nichtgestrichenen Zeilen und J die Indexmenge der nicht-
gestrichenen Spalten. Dann wird (g, jo) bestimmt durch

Cigjo = min{cyjli € I, € J}.

(Bei Mehrdeutigkeit des minimalen Elementes wéhle man ein beliebiges minimales Element aus.)
Die Regel der geringsten Kosten hat natiirlich einen gréofleren Rechenaufwand als die Nordwe-
steckenregel, da das Minimum der Kostenelemente gesucht werden mufl. Allerdings ist dafiir
auch die Ausgangslosung besser und es werden i.a. deutlich weniger Simplexiterationen bis zur
Optimallosung benétigt. Eine Verringerung des Aufwandes erreicht man durch die folgende Rol-
lende Zeilen-Minimum Regel, die darauf beruht, dass ja fiir jede Zeile i in Basiselement z;;
bestimmt werden mufl.

Rollende Zeilen Minimum Regel:

Wihle beginnend von iy := 1 den Zeilenindex zyklisch (unter den noch nicht gestri-
chenen Zeilen) und bestimme jy, durch

Cigjo = min{c;,;]j € J}.

Beispiel 21.1 Gegeben seien die Werte a1 = 4, as = 7, a3 = 4 und by = 2, bs = 4, b3 =
6, by =3 und c;j, 1 << 3; 1< 5 <4, laut folgendem Tableau

42463 2 3 4 1
337 c:|!5 4 2 3
4 4 2 8 6

Die Nordwesteckenregel liefert folgende Ausgangsldsung:
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Abbildung 21.1: Basislosung bestimmt durch die Nordwesteckenregel

2 4 6 3
412 2 )
T . 9 5 mztz:Zcij-xij:M.
4 1 3 "

Die graphische Darstellung als Baum wird in Abbildung 21.1 gezeigt.
Durch die Regel der geringsten Kosten erhdlt man als Ausgangslésung:

2 4 6 3
411 3 .
T 711 0 6 mit z = Zcijxij = 30.
4 4 "

Der zu dieser Basislosung gehorige Baum wird in Abbildung 21.2 dargestellt.

Zusammenfassend erhélt man also folgenden Algorithmus zur Losung von Transportproble-
men:

Algorithmus 6 Algorithmus zur Lisung von Transportproblemen

Anfangsdaten: a; (1<i<m)
cj (1<i<m, 1<j5<n),
vy = 0.
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Abbildung 21.2: Basislosung bestimmt durch die Regel der geringsten Kosten

1. Bestimme eine Ausgangslosung. Die Basisvariablen seien xi; mit (i,j) € B.

2. Berechne aus
U; + v = Cjj5 (Z,]) €eB

rekursiv die Groffen u;, i =1,2,....m, und vj, j =1,2,...,n — 1.

o

. Berechne fiir (i,j) ¢ B die Grifien ¢;; als

Eij = u; + v; (2,]) ¢ B.

BN

. st ¢jj > ¢ fir alle (i,j) € B, so ist die augenblickliche Basislosung optimal. Terminiere.
Anderenfalls wdihle (r,s) so, dass crs < Crs ist und gehe zu 5.

v

. Fiige die Kante [r,s| zum Geriist, das der Basis B entspricht, hinzu.

6. Bestimme den Kreis C, der durch Hinzufiigen der Kante [r,s] entsteht. Firbe die Kanten
des Kreises C beginnend mit der blauen Kante [r,s] abwechselnd blau und rot.

7. 6 :==min{x;; | [, 7] rot }. Dieser Wert werde auf der Kante [ig, jo] angenommen.

8. Setze
Tps = O
xij = xy+0  fur [i,7] blau
xij = x5 —0  fur [i,j] rot

B = BU{(r,;s)}\{(i0,jo)}

und gehe zu 2.
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Abbildung 21.3: Ausgangslosung mit gegebene Kostenkoeffizienten. Rekursive Berechnung von
u; and vj. x32 wird als blaue Kante neu in die Basis aufgenommen, die Kante (i3, j3) gestrichen.

Beispiel 21.2 (Fortsetzung)
Gegeben sei das folgende Transportproblem mit der Kostenmatriz

2 3 4 1
cij:| o 4 2 3
4 2 8 6

Wir beginnen mit der durch die Nordwesteckenregel bestimmten Ausgangslosung

2 2
X 2 5
1 3

Die Ausgangslosung entspricht dem Baum in Abbildung 21.3. Dieser Baum trigt auf den Kanten
die entsprechenden Kosten c;;. Nun kann man, beginnend mit v4 = 0 die rekursive Berechnung
von w1, uz, u3 und vi,ve,v3 vornehmen. Aus u; +v; = ¢;; erhdlt man die Vergleichsdaten fiir die
reduzierten Kostenkoeffizienten

|3 2 0 v
—1 [ = 1 -1
C 03 % % 0
619 10 =« *
U;

Wir nehmen x3s neu in die Basis auf, d.h. zum Baum wird die Kante (i3, j2) als blauve Kante
hinzugefiigt. Dadurch entsteht ein Kreis (vgl. Satz 21.1, Punkt 6). Dieser Kreis ist gerade, seine
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Abbildung 21.4: Zweiter Basisaustausch Schritt. 214 wird neu in die Basis aufgenommen. 15
verlafit diese Basis.

Kanten konnen daher blau und rot gefirbt werden. Wie man in Abb. 21.3 erkennt, sind xoo und
x33 rote Kanten des Kreises und x30, 203 blaue Kanten des Kreises. Also ist

d := min{xgg, x33} = min{1,2} = 1.

und dieses § wird auf der Kante [i3, j3] angenommen. Damit wird xss Nichtbasisvariable und die
neue Basislosung hat als neue Werte

T2z =

32

|
S ==

r23 =

Die neue Basislosung

X :

— =N
(@)}

3

ist in Abbildung 21.4 dargestellt. Man berechnet wieder uy, us,us und vy, ve,v3 und erhdilt

|5 -4 -6 0
- 7 * * 1 7
¢ 8 3 * * 8
6 1 * 0 =x

Da die Losung nicht optimal ist, fiigt man die Kante (i1,js) als blaue Kante zum Baum
hinzu. Die Basisvariablen auf den roten Kanten sind x12 und x34. Also ist

d := min{x9,x34} = min{2,3} =2



153

T24

[\)

()
)
<
v
I
|
=~

\}

@’032—6

Abbildung 21.5: Dritter Basisaustausch. x4 wird neu in die Basis aufgenommen. xs4 verldafit die
Basis.

und & wird von x12 angenommen. Damit verldfit x1o die Basis. Man erhdlt

T34 =

T14

xr32 =

Damit lautet die neue Basislésung (siehe Abbildung 21.5)

2 2
X : 1 6

1

Wie in den vorhergegangenen Schritten erhdlt man

1 4 -6 0

- 1|« -3 -5 «x
¢ 819 * x 8
6|7 * 0 =

Damit wird x94 neu in die Basis aufgenommen. Die Basisvariablen auf den roten Kanten sind
Too und x34. Also ist

o= min{$22,ﬂf34} =1

und x34 verlifit die Basis. Die Variable xqo bleibt mit dem Wert 0 in der Basis (entartete
Basislosung!). Somit erhdlt man (siehe Abbildung 21.6)
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Abbildung 21.6: Optimale Basis

2

X 0 6 1
4
Man berechnet die Vergleichsgrifen ¢;;:

1 1 —1 0 Uj

1% 2 0 =
C: 3|4 =« x %

112 =« 0 1
u;

Nun gilt ¢;; > ¢;; fir alle (i,j) € N. Also ist die zugehdrige Basislosung optimal. Der Zielfunk-
tionswert ist z = 29.

Ausgehend vom Tableau, das durch die Regel der geringsten Kosten bestimmt wurde, hditte
es lediglich einer Transformation bedurft, um zu einer Optimallésung zu gelangen.

Wie Zadeh [54] durch ein Beispiel zeigte, ist der vorgestellte Transportalgorithmus - wie
auch das Simplexverfahren - kein polynomiales Verfahren. Es gibt jedoch streng polynomiale
Verfahren fiir Transportprobleme, deren Rechenaufwand nur polynomial von m und n abhéngt,
siehe etwa [47]. Bei grofleren Problemen der Praxis wird das Transportproblem meist als mi-
nimales KostenfluBproblem gelost. Dazu fithrt man eine Quelle s und eine Senke t ein. Die
Quelle wird mit allen Knoten der Erzeuger durch eine gerichtete Kante mit der Kapazitit a;
verbunden. Die Abnehmer j werden alle durch eine gerichtete Kante mit der Mindestkapazitét
b; mit der Senke verbunden. Ferner werden alle Kanten von den Erzeugern ¢ zu den Abnehmern
j als gerichtete Kanten betrachtet. In diesem Modell lassen sich auch leicht verbotene Trans-
portbeziehungen betrachten: Kann vom Hersteller ¢ nicht an den Abnehmer j geliefert werden,
streiche man die Kante von 7 nach j. Ebenso kénnen leicht Transportbeschrinkungen der Form
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Abbildung 21.7: Monge Eigenschaft

zij < 5;5(1 < i <m, 1 <j < n) mitberiichsichtigt werden. Dazu versieht man die Kante (4, j)
mit einer oberen Kapazitéit s;;. Nun wird im so definierten Netzwerk ein maximaler Flufl mit
minimalen Kosten bestimmt. Dieser entspricht dem gesuchten Transportplan mit minimalen Ko-
sten. Eine Reihe von Verfahren zur Bestimmung von maximalen Fliissen mit minimalen Kosten
findet man ausfiihrlich in der Monographie von Ahuja, Magnanti und Orlin [2] dargestellt. Die
Grundideen zur Bestimmung von maximalen Fliissen werden im néchsten Kapitel besprochen.

Es gibt einen interessanten Spezialfall von Transportproblemen, der optimal durch die Nord-
westeckenregel gelost wird. Dazu definieren wir Monge-Matrizen.

Definition 21.1 Fine (m x n) Matriz C = (c¢;;) heifft Monge Matrix, wenn fir alle 1 < i <
r<mundallel <j<s<n gilt:

Cij + Crs < Cis + Crj. (21.7)

Diese Monge Eigenschaft ist in Abb. 21.7 graphisch dargestellt. Ist, zum Beispiel 0 < p; < py <
. <pmound g1 > q2 > ... > @ > 0, und definiert man ¢;; := p;q;, so ist die Matrix C' = (¢45)
eine Monge-Matrix. Nun gilt

Satz 21.5 Ist die Kostenmatriz eines Transportproblems eine Monge Matriz, so liefert die
Nordwesteckenregel fiir beliebige nichtnegative Angebot und Nachfrage Vektoren (aq, ..., an) und
(bl,bz, ...,bn) mat

m n

Sa-3n

i=1 j=1
stets eine Optimallosung des Transportproblems.

Beweis: Wir schreiben die Losung eines Transportproblemes als Vektor z =
(T115 12 «eey T1ny T215 T2, ooy L2y -y T ). S€l nun x die durch die Nordwesteckenregel erzeug-
te Losung und sei y jene Optimallésung des Transportproblemes, fiir die der Vektor z = (z;;) =
(|zij — yij]) lexikographisch minimal ist. Wir haben zu zeigen, dass z = 0 gilt.

Nehmen wir das Gegenteil an und sei z;, die erste Komponente # 0. Da 2 durch die Nord-
westeckenregel bestimmt wurde, muss z;;, > y;p gelten. Aufgrund der Restriktionen (21.1) des
Transportproblemes gibt es ein ¢ > p mit y;, > 0 und ein j > ¢ mit y;, > 0. Wir definieren
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9 := min(yiq, Yjp, Tip — Yip) > 0 und definieren eine neue Losung g durch

Yrs — 67 falls (Ta S) = (27 Q)a (j:p)a
Urs = wyrs + 0, falls (r,s) = (i,p), (j,9),

Yrs, falls sonst.

Aufgrund der Konstruktion ist § wieder eine zuléssige Losung und aufgrund der Monge Bedin-
gung (21.7) gilt ¢ := ¢iq + ¢jp — (Cip + ¢jg) > 0. Daher ist

Z CijYi; = C- J+ Z CijYij-

0] Y]

Da y optimal war, mufl ¢ = 0 gelten und damit ist y ebenfalls eine Optimallésung. Nun ist aber
(|zij — 9ij]) lexikographisch kleiner als z. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von y. Daher ist
z = 0. [ |

Die Monge Eigenschaft von Matrizen hidngt von der Indizierung der Zeilen und Spalten ab,
die natiirlich bei Transportproblemen willkiirlich ist. Daher stellt sich die Frage: gegeben sei eine
beliebige Kostenmatrix C'. Kann man deren Zeilen und Spalten so permutieren, dass die permu-
tierte Matrix eine Monge Matrix ist? Eine Matrix mit dieser Eigenschaft heif3t permutierte Monge
Matriz. Sind etwa (p1, ..., pm) und (qu, ..., ¢n) beliebige nichtnegative Vektoren und definiert man
eine Matrix C = (cij) durch ¢;; := p;qj, so ist C eine permutierte Monge Matrix. Deineko und
Filonenko entwickelten 1979 ein Verfahren, siehe [9], p.135, das in O(mn + mlogm + nlogn)
Schritten feststellt, ob C' eine permutierte Monge Matrix ist und gegebenenfalls die entsprechen-
den Zeilen- und Spaltenpermutation liefert.

Monge Matrizen spielen eine interessante Rolle in der Optimierung. Optimierungsprobleme,
deren Eingabedaten eine Monge Eigenschaft erfiillen, sind oft in sehr einfacher Weise 16sbar,
sieche Burkard, Klinz und Rudolf [9].



Kapitel 22

Maximale Fliisse in Netzwerken

Fliisse in Netzwerken spielen in der Praxis eine grofie Rolle, insbesondere das Problem einen
Fluss mit maximalem Flusswert zu bestimmen, sowie das Problem minimale Kostenfliisse zu
berechnen. Beide Probleme lassen sich als spezielle lineare Programme formulieren. Aufgrund
der speziellen Gestalt der Restriktionen ist es jedoch wieder wie bei Transportproblemen moglich,
eine dem Problem angepasste Losungsmethode zu entwickeln.

Ein Netzwerk N' = (N, A4, ¢) besteht aus der Knotenmenge N, der Menge A von gerichteten
Kanten (7,j) mit 4,5 € N und Kantenkapazititen c(i,7) > 0. Oft werden auch Kapazitéiten
c(i,7) = oo zugelassen. Diese besagen, dass auf der Kante ein beliebig groffer Fluss moglich
ist. Zwei der Knoten des Netzwerkes sind ausgezeichnet, die Quelle s und die Senke t. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass es keine Kanten gibt, die in die
Quelle einmiinden, und dass es keine Kanten gibt, die die Senke verlassen. Ein Fluss von s nach
t ordnet jeder Kante eine nichtnegative Zahl, den Flusswert f(i,j) auf dieser Kante zu, wobei
die folgenden Restriktionen erfiillt sein miissen:

Yoo fG = ). fG.k), firalle jeN\{st} (22.1)

1€EN;(i,7)EA keN;(j,k)eA
0<f(i,5) <c(i,j), fir alle  (i,7) € A. (22.2)

Die Restriktionen (22.1) heifilen Flusserhaltungsgleichungen. Sie besagen, dass in jedem Kno-
ten # s,t die Summe der ankommenden Fliisse gleich der Summe der abgehenden Fliisse ist.
Die Restriktionen (22.2) heifllen Kapazititsrestriktionen. Sie besagen, dass auf jeder Kante der
Flusswert grofler oder gleich 0 und kleiner oder gleich der Kantenkapazitit sein muss.

Der Wert z(f) eines Flusses ist definiert als

Af) = > flsi) (22.3)

1EN;(s)EA

Aufgrund der Flusserhaltungsgleichungen gilt

2(f) = f(ist).

1EN;(,t)EA

Beim maximalen Flussproblem wird ein maxzimaler Fluss, d.h. ein Fluss mit moglichst groffem
Wert z(f) gesucht.
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Das maximale Flussproblem lésst sich somit in folgender Weise als lineares Programm for-
mulieren:

Maximiere Z f(s,1)

(s,0)€A

unter den Nebenbedingungen

Z(i,j)eA f(lv.]) - Z(j,k’)eA f(]’ k) =0 fiir alle j 7& S’t
0<f(i,j) < c(i,j) furalle (i,j) € A.

Daraus erkennt man, dass die Koeflizientenmatrix der ersten Restriktionengruppe die Knoten-
Kanten Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen und damit unimodular ist. Da die Koeffizien-
tenmatrix der zweiten Restriktionengruppe die Einheitsmatrix ist, ist also die gesamte Koeffizien-
tenmatrix vollstdndig unimodular. Daher gibt es bei ganzzahligen Kapazititen einen maximalen
Fluss, dessen Werte auf den Kanten ebenfalls ganzzahlig sind.

Sind auf den Kanten (i,7) zusitzlich Kantenkosten a(i,j) gegeben, so kann man fragen,
welcher maximale Fluss hat die geringsten Kosten. Dieses Problem wird als minimales Kosten-
flussproblem bezeichnet. Mit dem minimalen Kostenflussproblem werden wir uns in Abschnitt
7?7 befassen.

Im folgenden werden wir folgende Notation beniitzen. Ist A : A — R eine auf den Kanten
des Netzwerkes definierte Funktion, dann ist

hX,Y) = > h(i, 7).
(i,§)€A; i€X,jeY
Fiir einelementige Mengen X = {i} schreiben wir h(i,Y") anstelle von h({i},Y).

Mit Flussproblemen hingen eng Schnitte in Netzwerken zusammen. Ein (s, t)-Schnitt im
Netzwerk N ist eine Partition (X, X) der Knotenmenge N mit s € X und ¢t € X. Die Kanten
(i,7) € Amit i € X und j € X werden als Kanten im Schnitt bezeichnet. Eine unmittelbare
Folgerung aus der Definition eines Schnittes ist:

Jeder gerichtete Weg von der Quelle s zur Senke t enthdlt mindestens eine Kante im
Schnitt.

Der Wert ¢(X, X) des Schnittes (X, X) ist die Summe aller Kantenkapazitiiten der Kanten im
Schnitt:
(X, X) = > c(i, 7). (22.4)
(i,j)€AeX,jeX

Dem schwachen Dualitétssatz der linearen Optimierung entspricht das folgende Lemma:

Lemma 22.1 Der Wert z(f) eines belicbigen Flusses f ist stets durch den Wert c¢(X, X) eines
beliebigen Schnittes nach oben beschrdinkt.

Beweis: Sei f ein beliebiger Fluss und (X, X) ein beliebiger Schnitt. Da jeder gerichtete Weg
von s nach ¢ eine Kante im Schnitt enthélt, ist das Lemma trivial, falls z(f) = oo gilt. Da-
her kénnen wir annehmen, dass jeder Flusswert f(i,7), (i,j) € A endlich ist. Aufgrund der
Flusserhaltungsgleichungen gilt fiir jedes i € X, ¢ #£ s

f(ivN):f(N7i)
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und damit fiir X' :={i i€ X, i # s}: f(X',N) = f(N,X’) = f(N, X), da keine Kante in die
Quelle hineinfiihrt. Somit ist

FOXN) = f(s,N)+ ) f(0,N) = 2(f)+ D> f(N,v) = 2(f) + f(N, X)
# %
Da f(N,X) = f(X,X) + f(X,X) und f(X,N) = f(X,X) + f(X,X) ist, erhiilt man durch
Kiirzen von f(X,X): B )
z(f) = f(X, X) = f(X, X). (22.5)

Da f(i,7) > 0 und f(X,Y) < ¢(X,Y) gilt, erhdlt man
2(f) < (X, X). (22.6)

|

Grundlegend zur Bestimmung eines maximalen Flusses ist der Satz von Ford und Fulkerson.

Er ist eine Spezialisierung des Starken Dualitdtsatzes der linearen Optimierung auf die spezielle

Fragestellung und besagt, dass der Wert eines maximalen Flusses gleich dem minimalen Wert
eines Schnittes ist.

Satz 22.2 Max Fluss-min Schnitt Satz
Der Wert eines maximalen Flusses ist gleich dem minimalen Wert eines Schnittes

max z(f) = min ¢(X, X) (22.7)
f (X,X)

Beweis: Falls z(f) = oo ist, ist der Satz trivial. Daher nehmen wir an, dass z(f) endlich ist.
Nach Lemma 22.1 ist nur zu zeigen, dass es einen Fluss f und einen Schnitt S = (X, X) gibt
mit 2(f) = ¢(X, X). Es sei nun f ein maximaler Fluss. Wir definieren eine Menge X durch die
folgenden drei Bedingungen:

1. se X

2. Falls ¢ € X und f(i,7) < ¢(4,7), dann gilt j € X. (Die Kante (¢,j) wird Vorwdrtskante
genannt).

3. Falls j € X und f(i,j) > 0, dann sei i € X. (Die Kante (i,j) wird Rickwdrtskante
genannt).

Zuniichst beweisen wir, dass (X, X) tatsichlich ein Schnitt ist, d.h. dass t € X. Nehmen
wir das Gegenteil t € X an. In diesem Fall gibt es einen Weg P von s nach ¢, der nur
iiber Knoten in X Lauft: P = (s = ig,11,142,...,ix = t), wobei (ig,ix+1) entweder eine
Vorwirtskante in A ist oder (igi1,ir) eine Riickwirtskante in A ist. Man nennt P einen
augmentierenden Weg. Sei F' die Menge aller Vorwértskanten in P und B die Menge aller
Riickwértskanten des Weges P. Wir definieren nun

€1 := min c(¢,7) — f(i,7
1= min (4,7) — f(i.7)

und

€2 := min f(7,7).
2 (i,j)EBf( 7)
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Sei € := min(eg, €2). Aufgrund der obigen Bedingungen 2 und 3 gilt € > 0.

Wir modifizieren den Fluss f, indem wir auf allen Vorwértskanten (i,j) den Flusswert
f(i,7) um € erhéhen und auf allen Riickwértskanten den Flusswert um e verringern. Man
kann leicht nachpriifen, siehe Abb. 22.1, dass der so modifizierte Fluss nach wie vor alle
Flusserhaltungsgleichungen und Kapazititsrestriktionen erfiillt. Er hat aber nun einen
Wert z(f) + €. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét von f. Daher kann nicht ¢t € X
gelten und somit ist (X, X) tatséchlich ein Schnitt.

Aus der Definition der Menge X folgt:

e Fiir eine Kante (i, j) mit i € X, j € X gilt f(i,5) = (i, j).
e Fiir eine Kante (i,7) mit i € X, j € X gilt f(i,j) = 0.

Daher ist f(X,X) = ¢(X,X) und f(X,X) = 0. Somit folgt aus Gleichung (22.5) die
gewiinschte Beziehung z(f) = ¢(X, X). ]

Der Beweis zeigt auch einen Weg auf, wie ein maximaler Fluss bestimmt werden kann. Da-
zu beginnt man mit einem beliebigen zuléssigen Fluss f, zum Beispiel mit f(i,5) = 0 fiir alle
(i,7) € A. Dann sucht man einen augmentierenden Weg beziiglich f und vergrofert den Fluss
entlang des augmentierenden Weges. Ist ein Fluss f gegeben, so enthilt das Inkrementnetz-
werk Ny = (N, Ay, ¢y alle augmentierenden Wege beziiglich f. Dabei enthélt die Menge Ay die
Vorwirtskanten ({i,7) € A | f(i,7) < c(i,7)} und die Riickwértskanten {(7,5) | f(j,i) > 0}
beziiglich f. Die Kapazititen dr Vorwértskanten sind festgelegt durch cf (4, j) := c(i, j) — f(4, ),
die Kapazitéten der Riickwértskanten sind definiert als c¢ (4, j) := f(j,1).

Ford-Fulkerson’s Max Fluss-Min Schnitt Satz besagt, dass f ein maximaler Fluss ist, wenn
jeder Weg von der Quelle zur Senke eine Kante mit f(i,7) = c(i,7) enthélt. Dies bedeutet,
iibersetzt auf das Inkrementnetzwerk:

Lemma 22.3 Gibt es im Inkrementnetzwerk Ny keinen gerichteten Weg von s nach t, dann ist
der Fluss f maximal.

Sei nun f nicht maximal. Einen Fluss von der Quelle s zur Senke ¢ im Inkrementnetzwerk
bezeichnen wir als Inkrementfluss A f. Wir definieren

f(u,v) + Af(u,v), falls (u,v) eine Vorwirtskante ist,
feAf(u,v) = _ _ (22.8)
flu,v) = Af(v,u), falls (v,u) eine Riickwértskante ist.
Dann gilt
Lemma 22.4 1. Ist Af ein Fluss in Ny, dann ist f & Af ein Fluss in N.
2. Fiir je zwei beliebige Flisse f und g in N mit Flusswerten z(g) > z(f) gibt es einen
Inkrementfluss Af in Ny so dass g = f & Af.

+€ +€ —€ —€ +€

Abbildung 22.1: Flusserhaltungsgleichung entlang eines augmentierenden Weges
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Beweis:

1. Aufgrund der Definition der Kapazititen im Inkrementnetzwerk erfiillt der Fluss f & Af
die Kapazititsrestriktionen im Netzwerk A. Auflerdem erfiillen sowohl f wie auch der
Inkrementfluss Af die Flusserhaltungsgleichungen in allen Knoten # s,t. Daher erfiillt
auch f @ Af die Flusserhaltungsgleichungen im Netzwerk N .

2. Wie man leicht nachpriift, ist die Funktion A f definiert durch

g(“) U) - f(u7 U)a falls g(”? U) 2 f(u7 U)a
Af(u,v) = 22.9
. { f(v,u) —g(v,u),  falls g(v,u) < f(v,u) (22:9)

ein Inkrementfluss und erfiillt f @ Af = g.

22.1 Ein polynomialer max-Fluf3 Algorithmus



162 Rucksackprobleme



Kapitel 23

Rucksackprobleme

23.1 Das Rucksackproblem

Zu den einfachsten ganzzahligen linearen Optimierungsproblemen gehort das Rucksackproblem.
Dabei handelt es sich um eine Optimierungsaufgabe mit einer linearen Zielfunktion und einer
einzigen linearen Restriktion, wobei alle Koeflizienten positiv sind und die Variablen nur ganz-
zahlige Werte annehmen konnen:

max C1T1 + C2X9 + ... + CpTy
unter
a1ry + asxro + -+ apxT, < b
1, Ta, -+, T, > 0, ganzzahlig.

Der Name dieses Problemes riihrt von folgender Interpretation her: Ein Wanderer méchte n
verschiedene Gegenstédnde in einem Rucksack mitnehmen. Die Gegensténde haben fiir ihn den
Wert ¢;, j = 1,2,...,n, und das Gewicht a;. Die Variable z; gibt die Anzahl des j-ten Gegen-
standes an, die in den Rucksack eingepackt wird. Ziel ist es, moglichst wichtige Gegensténde
mitzunehmen, so dass aber das Gesamtgewicht des Rucksacks das Gewicht b nicht {iberschreitet.

Rucksackprobleme treten in vielen Anwendungen auf, etwa bei der Zusammenstellung eines
Wertpapier Portfolios, aber auch bei Verschnittproblemen (Gilmore und Gomory [21]) und in
der Optimierung bei sogenannten Spaltengenerierungsverfahren. Es gibt zwei unterschiedliche
Problemstellungen. Im 0 — 1-Rucksackproblem treten nur binédre Entscheidungsvariable auf, die
besagen, ob der j-te Gegenstand mitgenommen wird oder nicht. Im ganzzahligen Rucksackpro-
blem koénnen die ganzzahligen Variablen x; auch Werte grofier als 1 annehmen und beschreiben
damit wie oft der j-te Gegenstand mitgenommen wird. Eine ausfiihrliche Darstellung von Ruck-
sackproblemen findet sich in der Monographie von Kellerer, Pferschy und Pisinger [31].

Im folgenden betrachten wir das binédre Rucksackproblem

max C1T1 + C2X9 + ... + CpTy,
unter

23.1
a1x1 +axa + -+ apxn, < b ( )

T1, T2, ,In S {071}

Alle Ergebnisse fiir das binéire Rucksackproblem lassen sich leicht auf das allgemeine ganzzahlige
Rucksackproblem iibertragen. Zunéchst untersuchen wir die lineare Relaxation von (23.1), d.h.
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das lineare Programm

max C1T1 + C2X9 + ... + CpTy,
unter
23.2
a1y + asxo + -+ apt, < b (23.2)
0<z; <1 fir j=1,2,..,n.
Setzt man
y; = ajr; fir j=1,2,...,n
dann geht (23.2) {iber in
max oty + 2yt 2y
unter (23'3)

Bity2+oFtyn < 0b
0<y;<a; fir j=1,2,..,n.
FEin einfaches Austausch-Argument zeigt, dass man eine Optimallésung des linearen Opti-
mierungsproblems (23.3) erhilt, indem man die Quotienten der Kosten zu den Gewichten
G
aj
absteigend ordnet und dann den Rucksack beginnend mit dem ersten Gegenstand der Reihe
nach auffiillt (Greedy-Algorithmus). Gilt
c

C C
2525 >

-n
a1~ as an’

so kann man beginnend mit y; die y-Werte auf den groffitmoglichen Wert setzten. D.h. es gibt
einen Index k so dass

yj=a; fir 1<j<k—-1 und 0<yr<a; und y; =0 fir j=Fk+1,...,n.
Beispiel 23.1 Betrachten wir die lineare Relaxation des Rucksackproblems

max T, + 3xo + 223 + dxry + 4

unter
6x1 + Txo + dx3 + 224 + 925 < 19
x1, T2, xn € {0,1}
Es gilt
5_ 2_4_3_1
Cx>S> 2> > 2
274797776

Daher wihlen wir fir die Variablen die Reihenfolge x4, x3, x5, o, x1. Damit wird x4 = x3 = x5 =
1 und xo = 4/7. Ferner ist x1 = 0. Diese Losung ergibt den Zielfunktionswert 12 5/7. Daher ist
der Wert der ganzzahligen Losung sicher < 12.

Balas und Zemel [3] gaben mit Hilfe von Medianbestimmungen eine Methode an, die das rela-
xierte Rucksackproblem in linearer Zeit O(n) 16st, siehe auch Abschnitt 3.1 in der Monographie
von Kellerer, Pferschy und Pisinger [31].

Das Greedyverfahren liefert nicht immer eine gute Ndherungslosung fiir das bindre Ruck-
sackproblem wie das folgende Beispiel mit nur 2 Gegensténden zeigt.
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Beispiel 23.2 Wir betrachten ein Rucksackproblem mit 2 Gegenstinden und b =t. Gegenstand
1 hat einen Wert 8 und das Gewicht 2, Gegenstand 2 hat den Wertt — 1 und das Gewicht t — 1.
Offenbar gilt:

—_

> -

DO o
o~

~
—_

Daher packt der Greedyalgorithmus den 1. Gegenstand ein und liefert damit fiir den Rucksack
der Wert 8. Besser wire es jedoch, den zweiten Gegenstand einzupacken, denn dann hdtte der
Rucksack den Wert t—1. Somit erhdlt man fir das Verhdltnis des optimalen Zielfunktionswertes
Zopt zum Zielfunktionswert zgeeqy der Losung, die durch den Greedyalgorithmus gefunden wurde

t—1
ot T (23.4)
Zgreedy 3

Dies zeigt, dass die Greedylosung beliebig schlecht sein kann.

23.2 Ein dynamisches Optimierungsverfahren fiir das binéire
Rucksackproblem

Eine Losungsmethode fiir das binédre Rucksackproblem bietet die sogenannten dynamischen Op-
timierung, die in zwei Phasen ablauft. In der ersten Phase wird rekursiv der optimale Zielfunk-
tionswert berechnet, in der zweiten Phase wird dann durch Backtracking die zugehorige Losung
bestimmt. Das Verfahren beruht auf einer Rekursion fiir die Rucksackfunktion

k k
z(k, d) := max chxj] Zaj:z:j <d,zj €{0,1}ir j =1,2,...,k ;. (23.5)
j=1 j=1

Als Anfangsbedingungen setzen wir fest:

2(0,d) = 0,
z(k,d) = —oo fir d<0
z(k,d) = 0 fiir d=0.

Dann gilt
Satz 23.1 Die Rucksackfunktion erfillt die Rekursion
z(k,d) = max(z(k — 1,d),c; + z(k — 1,d — ay)) fir k=0,1,2,...und alle d (23.6)

Beweis: Fiir die Variable xj, gibt es nur 2 Moglichkeiten. Entweder ist z; = 0, dann ist z(k,d) =
z(k—1,d). Oder es ist x = 1, dann ist z(k,d) = ¢ + z(k — 1,d — ax). Daraus folgt unmittelbar
(23.6).

Sind die Werte z(k — 1,d) bereits gegeben, dann muss nur eine konstante Anzahl von Re-
chenoperationen ausgefiihrt werden um z(k, d) zu berechnen. Dies bedeutet, dass der optimale
Zielfunktionswert z(n,b) in O(nb) Schritten berechnet werden kann. Damit ist dieses Verfahren
ein pseudopolynomialer Algorithmus. (Um polynomial zu sein, diirfte die Konstante b nur als
log b in die Komplexitit eingehen, da ja alle Daten binér kodiert werden.)



166 Rucksackprobleme

Wir wissen zwar jetzt, wie der optimale Zielfunktionswert berechnet werden kann, aber wir
kennen nicht die zugehorige Losung. Um die Losung zu finden, kann man in jedem Schritt
abspeichern, ob das Maximum in (23.6) durch den ersten oder den zweiten Term erreicht wird:

1 falls z(k,d) = z(k — 1,d),

2 anderenfalls. (23.7)

p(k,d) := {
Aus diesen Werten kann man von p(n, b) aus riickwértsgehend die Optimallosung rekonstruieren.
Ist p(n,b) = 2, so ist z,, := 1 und man betrachtet als néchsten Wert p(n — 1,b — ay,). Ist

p(n,b) =1, so ist x,, := 0 und man betrachtet als niachsten Wert p(n — 1,b). Danach bestimmt
man Typ—1,Tnp—2,...,L1-

Beispiel 23.3 Betrachten wir das bindre Rucksackproblem

max  2x1 + 3rs + x3 + 4wy + Tx5
unter

3r1 + 2x9 + x3 + 4x4 + 425

Ty, Ty, Tp

m IN

7
{0,1}

Ausgehend von z(1,1) := max(z(0,1),2+42(0,—2)) = 0,...,2(1, 3) := max(z(0,3),2+2(0,0)) = 2
erhdlt man die folgende Tabelle:

k|1 2 8 4 5
d=0]0 0 0 0 0
d=110 0 1 1 1
d=210 3 38 3 3
d=312 8 4 4 4
d=412 8 4 4 7
d=52 5 5 5 8
d=6|2 5 6 7 10
d=72 5 6 8 11

Damit ist der optimale Zielfunktionswert z(5,7) = 11. Nun bestimmen wir die zugehdorige Losung.
Ausgehend von p(5,7) = 2 erhdlt man x5 = 1. Daher betrachtet man als néichsten Wert p(4,11 —
as) = p(4,4) = 1. Also ist x4 = 0. Da p(3,4) = 2 ist, ist x3 = 1. Ferner ist p(2,4 — a3) =
p(2,3) = 2 und daher ist xo = 1. Dann ist p(1,1) = 1, also 1 = 0. Damit ist die optimale
Lésung bestimmt.

Man kann sich das Abspeichern der Werte p(k, d) ersparen, denn es gilt
p(k,d) =2 genau dann, wenn z(k,d) — z(k — 1,d) > 0 ist.

Man beachte, dass das beschriebene dynamische Optimierungsverfahren optimale Losungen fiir
alle Werte d = 0,1, ..., b generiert.
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23.3 Ein Branch-and-Bound Verfahren fiir das binidre Rucksack-
problem

Eine hiufig angewandte Methode zur Lésung N P-schwerer Optimierungsprobleme ist eine im-
plizite Enumeration aller moglichen Losungen, bekannt unter dem Namen Branch-and-Bound
Verfahren. Das Branching bezeichnet das Aufspalten eines Problems in mehrere Teilprobleme
(analog zum romischen Leitspruch divide et impera), das Bounding ermdglicht das Ausschalten
von Teilproblemen aufgrund von Schrankenberechnungen. Ein Branch-and-Bound Verfahren be-
ruht auf den folgenden Uberlegungen. Zuniichst wird das schwere Optimierungsproblem durch
ein relaxiertes Problem ersetzt. Das relaxierte Problem enthélt alle zuldssigen Losungen des ge-
gebenen Problems und im allgemeinen noch weitere. Man nennt diesen Schritt Relazation. Die
Relaxation des bindren Rucksackproblems besteht darin, dass man die bindren Variablen x;,
j=1,2,...,n, durch beschrinkte, aber stetige Variable ersetzt, fiir die

0<z; <1 firj=1,2,....,n

gilt. Dadurch geht das Rucksackproblem in ein einfaches lineares Programm {iber, das sich durch
den Greedyalgorithmus (sogar in linearer Zeit) l6sen lésst (sieche Abschnitt 23.1). Ist die Losung
des relaxierten Problems zuléssig fiir das Ausgangsproblem, dann ist man fertig, denn diese
Losung ist dann auch optimal fiir das Ausgangsproblem. Anderenfalls gibt es in der Losung des
relaxierten Problems genau eine Variable mit einem Wert zwischen 0 und 1. Setzt man diese
Variable auf den Wert 0, dann erh&lt man eine zuléssige Losung fiir das binédre Rucksackproblem
und gleichzeitig eine untere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert.

Mittels der nichtganzzahligen Variablen werden zwei neue Teilprobleme generiert: in einem
Teilproblem wird die Variable auf den Wert 0 gesetzt, im anderen auf den Wert 1. Damit
kommt jede Losung des bindren Rucksackproblemes in einem der beiden Teilprobleme vor. Als
néichstes wird eines der Teilprobleme aufgrund einer Auswahlregel gewihlt und als lineares
Programm gelost. Als Auswahlregel empfiehlt sich die LIFO (last in first out)- Strategie: das
zuletzt erzeugte, noch nicht weiter untersuchte Teilproblem wird als néchstes gelost.

In jedem Schritt des Branch-and-Bound Verfahrens haben wir die folgenden Informationen:
e eine obere Schranke Z fiir den optimalen Zielfunktionswert des bindren Rucksackproblems

e die beste bisher gefundene ganzzahlige Losung mit dem Zielfunktionswert z, der eine untere
Schranke fiir den Wert der bindren Optimallésung darstellt.

Gilt Z = 2z, so ist man fertig: die zu z gehdrende Losung ist optimal. Gilt fiir die Optimallésung
2z, eines (relaxierten) Teilproblems z, < z, so kann dieses Teilproblem keine Losung mit einem
besserem Zielfunkltionswert enthalten als schon bekannt ist. Daher kann das ganze Teilproblem
gestrichen werden und man geht aufgrund der Auswahlregel zum néchsten offenen Teilproblem
iiber. Gilt jedoch fiir die Optimallésung z, eines (relaxierten) Teilproblems z, > z, so wird man
zunédchst durch Nullsetzen der nichtganzzahligen Variablen versuchen, eine bessere zuléssige
Losung zu erhalten, als bisher bekannt ist. In diesem Fall ersetzt man die gespeicherte Losung
durch die neue Losung mit hoherem Zielfunktionswert. Ferner generiert man zwei neue Teil-
probleme, die zur Liste der offenen Teilprobleme hinzugefiigt werden. Die Optimallésung des
gegebenen Problems ist gefunden, wenn die Liste der offenen Teilprobleme leer ist: in diesem
Fall hat man (implizit) alle Losungen durchsucht.
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Beispiel 23.4 Wir [osen nun das bindre Rucksackproblem aus Beispiel 23.1. Es empfiehlt sich
anfangs die Variablen nach absteigenden Quotienten

G
a;

zu ordnen - damit erhoht man die Chance, bereits im Anfang eine gute Lisung zu finden. Wir
werden also die Variablen in der Reihenfolge x4,x3, 5, To und x1 betrachten. Die Ldsung des
relazierten Problems ist x4 = w3 = x5 = 1, x2 = 4/7 und 1 = 0. Diese Lésung hat den Ziel-
funktionswert 12 5/7. Daher ist Z = 12 eine obere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert.
Setzt man xo = 0, so erhdlt man eine erste zuldssige Losung 4 = x3 = x5 =1, xo =21 =0
mit z = 11.

Nun generiert man zwei neue Teilprobleme, eines mit xo = 0 und das andere mit xo = 1.
Nach der LIFO-Regel wird Letzteres als nichstes Teilproblem untersucht. Es lautet

max x1 + 2x3+ dxyg + 4x5 + 3
unter
6x1 +4x3 + 224 + 925 < 12
0 S :Ej S 1

In der Optimallosung dieses Problemes ist x4 = x3 = 1 und x5 = 6/9 sowie x1 = 1. Setzt man
x5 = 0, so erhdlt man keine bessere zuldssige Ldsung. Wir generieren zwei neue Teilprobleme,
indem wir im ersten x5 = 0 und im zweiten x5 = 1 setzen. Aufgrund der LIFO-Regel wird
letzteres zuerst untersucht. Es lautet:

max x1+2x3+5r4+7
unter
6x1 +4x3+2x4 < 3
0 S l’j § 1.

Als Optimallésung dieses Teilproblems erhalten wir x4 = 1, x3 = 1/4. Setzt man x3 = 0,
so erhdlt man eine neue zuldssige Losung fir das gegebene Problem mit xo = x4 = x5 = 1,
1 = x3 = 0 und z = 12. Jetzt stimmt aber die untere mit der oberen Schranke iiberein, das
heifst, es kann keine bessere Ldsung mehr geben. Damit kann man alle offenen Teilprobleme
streichen und hat die Optimallosung des bindren Rucksackproblemes gefunden.

Der Rechenaufwand eines Branch-and-Bound Verfahrens ist im allgemeinen exponentiell in
n, da schlimmstenfalls alle Teilmengen J von {1,2,...,n} in Hinblick darauf untersucht werden
miissen, ob x; =1 fiir j € J und x; = 0 fiir j € J eine optimale Losung ist.



Kapitel 24

Konvexe Programme und
Kuhn-Tucker Sitze

Unter den nichtlinearen Optimierungsaufgaben spielen konvexe Programme eine wichtige Rolle,
da fiir diese Problemklasse recht effiziente Losungsverfahren existieren. Wir beginnen mit ei-
ner kurzen Diskussion konvexer Funktionen und beweisen im néchsten Abschnitt den Satz von
Kuhn und Tucker, der notwendige und hinreichede Bedingungen fiir die Optimallésungen eines
konvexen Programmes angibt.

24.1 Konvexe Funktionen

Es sei C eine konvexe Teilmenge des R™. Eine Funktion f : C' — R heiflt konver, wenn fiir alle
z,y € C'und alle 0 < A < 1 gilt

JAz+ 1 =Ny) SAf(x) + 1 =A)f(y) (24.1)

Gilt in (24.1) die Ungleichung mit ”<”, so heifit f streng konvex.

Zwischen konvexen Funktionen und konvexen Mengen besteht ein enger Zusammenhang, der
durch den Epigraphen der Funktionen vermittelt wird. Der Epigraph einer Funktion f: C — R
ist definiert durch

epi f:={(z,2) | 2z> f(z),x € C}. (24.2)

Ist f eine konvexe Funktion, dann ist der Epigraph von f eine konvexe Menge. Man kann auch
durch die Konvexitidt des Epigraphen eine konvexe Funktion definieren. Diese Definition einer
konvexen Funktion ist leicht allgemeiner als (24.1).

Konvexe Funktionen besitzen eine Reihe von wichtigen Eigenschaften. So ist jede konvexe
Funktion auf ihrem Definitionsbereich stetig. Ferner gilt:

Satz 24.1 (Subgradienten-Ungleichung) Sei C' C R" konvez und f : C' — R eine Funktion,
deren partielle erste Ableitungen auf C' existieren. f(z) ist genau dann konvex, wenn fir alle
x,y € C' die Subgradientenungleichung

f) = f(@)+ (y —2)'V f(x) (24.3)

gilt. Im Falle streng konvezer Funktionen gilt in (24.3) fir x # vy ”>" und umgekehrt.
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Beweis:

1. Es gelte (24.3). Sind z,y € C mit z = Az + (1 — A)y, 0 < A < 1, so kdnnen wir (24.3) auf
x und z beziehungsweise auf y und z anwenden und wir erhalten

f@) = f(2) + (& = 2)'Vf(2),
f) = f(2) + (y = 2)'V f(2).

Multipliziert man die erste Ungleichung mit A und die zweite Ungleichung mit 1 — XA so
erhalten wir

M (@) + A =Nfy) = f(z) + [Ma —2) + (1 =Ny —2)]'Vf(z) = f(z)
Daher ist f konvex bzw. streng konvex.

2. Sei f eine konvexe Funktion. Wir definieren

P(A) = (1= A)f(x) + Af(y) = F(1 = Nz + Ay).

Ist © # y, so ist ¢(A) > 0 fir 0 < A < 1 und ¢(0) = 0. Daher gilt ¢’(0) > 0 und wir
erhalten

—f(@) + f(y) = (y —2)'Vf(z) 2 0.
Daraus folgt unmittelbar die Subgradientenungleichung (24.3).

Ist F'(x) streng konvex, so ist —¢(\) streng konvex als Funktion von A. Aus ¢(0) = ¢(1) =0
folgt daher ¢ (%) > 0. Setzt man ¢ = (1 — A\)0+ A - 3, so erhéilt man fiir 0 <t¢ < %

8(1) > (1= N)o(0) + A~ 6(3) = 20(3)t.

Also ist ¢/(0) > 0.

Besitzt f stetige zweite Ableitungen, so kann man folgenden Satz heranziehen um zu priifen,
ob f konvex ist.

Satz 24.2 f(x) sei auf einer konvexen Menge C des R™ definiert und besitze dort stetige zweite
partielle Ableitungen. Ist

H(z) = (gigii) (i,k=1,2,...,n)

fiir alle x € C positiv semidefinit (definit), so ist f(z) (streng) konvex auf C.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Taylorformel: Es sei z,y € C,z # y, mit £ = Az + (1 — \)y mit
0 < X< 1. Dann gilt
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Da nach Voraussetzung H (&) positiv semidefinit ist, folgt daraus (24.3). O
Aus Satz 24.2 folgt insbesondere, dass quadratische Funktionen der Form
1
Qz) = §x’Hx +bz+c

mit positiv semidefiniter Matrix H konvexe Funktionen sind.

Konvexe Funktionen besitzen folgende gutartigen Eigenschaften in Bezug auf ihre Minimal-
punkte:

Satz 24.3 Sei f ecine konvexe Funktion, definiert auf einer konvexen Teilmenge des R™. Dann
gilt

1. Jedes lokale Minimum von f ist global. Die Menge der Minimalpunkte ist konvez.
2. Ist f streng konvez, so gibt es hichstens einen Minimalpunkt.

Beweis: Ist x ein lokales Minimum von f, aber kein globales Minimum, dann gibt es ein y € C
mit f(y) < f(x). Infolge der Konvexitdt des Definitionsbereiches C ist die Strecke [z, y] ganz in
C. Da f konvex ist, nimmt f auf dieser Strecke ab. Also kann x kein lokales Minimum sein. Die
anderen beiden Aussagen folgen unmittelbar aus den Definitionen.

24.2 Kuhn-Tucker Bedingungen

Es seien nun konvexe Funktionen F' und f; (1 <i < m) gegeben. Dann nennt man
min{F(z) | fi(z) <0 (1 <i<m), x>0} (24.4)

eine konvere Optimierungsaufgabe.

Bei einer konvexen Optimierungsaufgabe kann das Minimum in einem beliebigen Punkt der
Menge der zuldssigen Punkte M = {z | fi(z) <0, (1 <i<m), z > 0} angenommen werden.
M ist eine konvexe Menge da

fiQa+ (1 =XNy) <AMi(z) + (1 =) fily) <0 (1 <i<m)

Wir wollen nun eine Charakterisierung fiir die Minimalpunkte von konvexen Optimierungsauf-
gaben finden. Dazu fithren wir zunéchst die Lagrangefunktion L(z,u) zur Optimierungsaufgabe
(24.4) ein:

m
L(z,u) = F(x)+ Y _uifi(z). (24.5)
i=1
Die Komponenten u; (1 <i < m) heissen Lagrange’sche Multiplikatoren.

Ein Punkt (2°,u") des R} heisst Sattelpunkt von L(z,u), wenn gilt
L(2° u) < L(2° u®) < L(x,u°) fiir alle 2 > 0, u > 0. (24.6)

Ohne weitere Voraussetzungen gilt nun
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Satz 24.4 Ist (2°,u°) ein Sattelpunkt von L(z,u), so ist 2° eine Minimallosung von
min{F(x) | fi(z) <0 (1 <i<m), z >0}

Beweis: Fassen wir die Komponenten f;(z) zu einem Vektor f(x) zusammen. (24.6) besagt,
dass fiir x > 0,u > 0 gilt:

F(a®) + 4/ f(2%) < F(a°) + (u°) f(2°) < F(2) + (u°) f(@).

Daher ist o/ f(2%) < (u%) f(2°) fiir alle u > 0. Das ist nur moglich, wenn f(2°) < 0 gilt. Also ist
20 zuliissig. Setzt man nun u = 0, so erhilt man (u®) f(x°) > 0. Daraus folgt wegen u® > 0 und
f(2%) <0, dass (u®) f(2°) = 0. Somit gilt

F(2°) < F(x) + (u®) f(z) fiir alle z > 0.

Fiir einen zuldssigen Punkt x gilt f(z) < 0 und daher (u°) f(x) < 0. Also gilt F(2°) < F(z)
und daher ist z° minimal. O

Unter gewissen Regularitéitsvoraussetzungen gilt auch die Umkehrung dieses Satzes. Die
Regularititsvoraussetzung ((Slater-Bedingung; constraint qualification)) schliefit aus, dass M nur
aus Randpunkten bzw. nur aus einem zuléssigen Punkt besteht.

Beispiel 24.1 F(z) = —x, Restriktionen: > < 0,z > 0.

Hier ist x = 0 der einzige zulissige Punkt. Die Lagrangefunktion L(xz,u) = —x + uz? hat fiir
x =0, u > 0 keinen Sattelpunkt, denn 0 < —x + u" - 22 ist in einer Umgebung von 0 nicht
erfiillbar.

Regularitdtsvoraussetzung :
M besitze einen inneren Punkt. (24.7)

Die Regularitdtsvoraussetzung kann auf verschiedene Weise abgeschwécht werden. Hat das
konvexe Programm nur lineare Nebenbedingungen, so kann sie ganz entfallen.

Nun gilt der fundamentale

Satz 24.5 (Satz von Kuhn-Tucker) Fir das konvexe Programm
min{F(z) | fi(s) <0 (1 <i<m), z >0}

sei (24.7) erfillt. 2° > 0 ist genau dann Minimallosung des konvezen Programmes, wenn es ein
u® >0 gibt, so dass (2°,u") Sattelpunkt von L(x,u) ist.

Beweis: Dass ein Sattelpunkt zu einer Minimallosung fithrt, wurde schon in Satz 24.4 gezeigt.
Sei nun 2° eine Minimallésung des konvexen Programms. Wir definieren zwei konvexen Mengen
im R™*! durch

Cr:={ycR™ | 3x>0:yy> F(2),y; > fi(r) (1<i<m)}
Co:={yeR™" [y < F(a"),y; <0 (1<i<m)}
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C4 und C} sind konvex. Da die konvexe Funktion F'(z) auch stetig ist, ist Co offen. Ferner sind Cy
und Cy disjunkt und nicht leer, da z° eine Minimallosung ist. Daher liefert der Trennungssatz
(Satz 14.3) die Existenz eines Vektors v # 0 mit v'y > o'z fir y € C1, z € Cy. Da die
Komponenten von z € Cs beliebig negativ werden konnen, ist v > 0.

Setzt man y = (F(x), fi(x),..., fm(z)), 2= (F(2°),0,...,0), so ist z ein Randpunkt von
C5 und es gilt die Ungleichung mit ”>":

voF(z) + Zvlfl(:z) > voF(2%)  fiir alle 2 > 0.
i=1

Daraus folgt vg > 0. Wére némlich vy = 0, so wire Y ;= v;fi(x) > 0 fiir alle z > 0 und
mindestens ein v; > 0. Nach der Regularititsvoraussetzung (24.7) gibt es einen inneren Punkt
z. Fiir diesen gilt Y ;" v; fi(Z) < 0, also ein Widerspruch. Daher ist vy > 0.
Man setze u® := %(vl, ooy U). Dann ist w® > 0 und F(z) + (u°) f(x) > F(z%) fiir alle
x > 0. Setzt man hier z = 29, so ist (u®)'f(2°) = 0. Ferner gilt ' f(x°) < 0 fiir v > 0. Somit
erhélt man
F(2°) + 4/ f(2%) < F(2°) + (u°) f(2°) < F(a) + (u°) f(2),

also ist (2%, u®) Sattelpunkt von L(z,u). O
Der Satz von Kuhn-Tucker liefert eine globale Charakterisierung: (z°, «”) miissen mit allen
x > 0,u > 0 verglichen werden. Im Falle differenzierbarer Funktionen kann nun die globale
Sattelpunktsbedingung durch lokale Bedingungen ersetzt werden.
Es seien F(x) und fi(z) (1 <1i < m) konvexe Funktionen, definiert auf dem R", die stetige
partielle erste Ableitungen besitzen mogen. Wir setzen

/ /
L, (2L oLy o (oL 0L\
0x1 Oxy, Ouy Oum,

Satz 24.6 (Lokale Kuhn-Tucker Bedingungen) FErfillt das konvexe Programm eine Regu-
laritdtsbedingung und besitzen F' bzw. f; (1 <i < m) stetige erste partielle Ableitungen, so gilt:
x? > 0 ist genau dann Minimallosung von

Dann gilt

min{F(z) | fi(z) <0 (1 <i<m), x>0},
wenn es ein u® > 0 gibt mit
Lo (2%, u®) >0, (%) Ly (2%, u®) =0 (24.8)
Lo (2°,4°%) <0, (u®) Loy (2°,u%) = 0. (24.9)
Beweis:

1. Aus der Sattelpunktsbedingung (24.6) folgen (24.8) und (24.9):
Ist eine Komponente von L, (x°, u") negativ, etwa (%,Lk < 0, so gibt es ein x > 0 mit x; :=
2 (1 # k) und zj, > 2 wobei L(z,u") < L(2%,u") gilt im Widerspruch zu (24.6). Also ist
Ly (2%, u%) > 0. Wegen 2° > 0 ist auch jeder Summand im Skalarprodukt (x°)'L, (2% u°)

- 0,0
nichtnegativ. Gébe es einen Index k£ mit x% > 0, %};u) > 0, so wire fiir z, definiert

durch z; := 29 (I # k), 0 < z < 29 die Ungleichung L(z,u’) < L(z° u°) erfiillt im
Widerspruch zu (24.6). Analog zeigt man die Bedingung (24.9).
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Abbildung 24.1: Geometrische Interpretation der lokalen Kuhn-Tucker Bedingungen (Satz 24.7)

2. Sind (24.8) und (24.9) erfiillt, so gilt (24.6): Fiir festes u® > 0 ist L(z,u") eine konvexe
Funktion im R"™. Deshalb gilt die Subgradientenungleichung

L(z,u®) > L(2°u®) + (x — 2°) Ly (2", u").

Nach (24.8) folgt daraus fiir > 0 die Bezichung L(z,u°) > L(z% u°). Ferner ist L(z", u)
affin-linear in u, daher gilt

L(2° u) = L(2°, u®) + (u — u®) Ly (2%, u).

Daraus folgt fiir 4 > 0 mit (24.9) die Beziehung L(2°,u) < L(2°,u").

0

Es sei 2" nun ein zulissiger Punkt fiir das konvexe Programm

min{F(z) | fi(z) <0 (1 <i<m),z >0}

Eine Restriktion f;(z) < 0 bzw. eine Vorzeichenbedingung x; > 0 heiit aktiv in 20, falls f;(z°) =
0 bzw. m? = 0 gilt. Iy = I(2°) sei die Indexmenge der im Punkt 2° aktiven Restriktionen,
Jo = J(2°) sei die Indexmenge der im Punkt 20 aktiven Vorzeichenbedingungen. Dann lisst sich
Satz 24.6 folgenderweise geometrisch interpretieren:

Satz 24.7 Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 24.6 gilt:
20 ist genau dann Optimallosung des konvexen Programms, wenn es u® >0, v > 0 gibt mit

—VF@E%) =Y ufVfi(z®) + > v)(—ej). (24.10)
ic€ly j€Jdo

Der Satz besagt, dass ein Minimalpunkt vorliegt, wenn der negative Gradient der Zielfunktion
im Kegel liegt, der von den Gradienten der aktiven Restriktionen und Vorzeichenbedingungen
aufgespannt wird (vgl. Abb.24.1).

Beweis:
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1. Aus (24.8) und (24.9) folgt (24.10): Sei u® ein Vektor, der (24.8) und (24.9) erfiillt. Da
Ly (2%, u®) = f(2°), kann nach (24.9) nicht gleichzeitig f;(z") < 0 und u® > 0 gelten. Also
9= 0 fiir i ¢ I(z°). Setzt man

00 = Ly(2°,u?) = VF(2°) + Zu?Vfi(xo), (24.11)
i=1

so ist wegen (24.8) v” > 0 und es kann nicht gleichzeitig :c(])- > 0 und v? > 0 sein. Daher ist
v? =0 fiir j € J(2°). Aus (24.11) ergibt sich dann unmittelbar die Darstellung (24.10).

2. Wegen Ly (2°,u%) = f(2°) und w9 = 0 fiir i ¢ I(2°) folgt unmittelbar (24.9). Ferner erhilt
man aus (24.10) die Darstellung (24.11) und wegen v;-) = 0 fiir j & J(2°) erhélt man (24.8).
O

Man iiberlege sich, was Satz 24.7 im Falle eines linearen Programms besagt.
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Kapitel 25

Quadratische Optimierungsprobleme

Unter einer quadratischen Optimierungsaufgabe versteht man die Minimierung einer konvexen
quadratischen Funktion unter linearen Nebenbedingungen:

Q) min{p'z + 2'Cz | Ax =b, x>0}

Zur Vermeidung der Diskussion von Entartungsfillen wollen wir annehmen, dass C' positiv definit
ist. In diesem Fall ist Q(x) = p'z + 2’/Cx streng konvex und besitzt ein eindeutig bestimmtes
Minimum. Es sei nun die Menge M := {x | Ax = b, x > 0} der zulédssigen Punkte des
Optimierungsproblems nicht leer. Ein Punkt 2° € M ist Optimallssung von (Q), wenn die lokalen
Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt sind. Die zur Aufgabe (Q) gehorende Lagrangefunktion lautet:

®(z,u) =p'z+a'Cx + @' (Ax — b) + T (—Az + b).

Damit erhélt man als lokale Kuhn-Tucker Bedingungen:

vi=®, =p+2Cz+ A(u—7) >0,

vz =0,

Axr — b
= < =
P, <—Aa: n b>_0<:>Aac b

> 0.

<l

W(Az — D) + T (—Az 4+ b) = 0 <= u/(Az — b) = 0 fiir u = — T, @,
Diese Bedingung ist aber wegen Az = b immer erfiillt. Somit erhalten wir:

Satz 25.1 Das quadratische Programm (Q) besitzt genau dann x € R™ als Optimallosung, wenn
es emn u € R™ v € R™ gibt mit

v—2Cz—Au = p, (25.1)
Az = b, (25.2)

v>0, >0, u  bel. (25.3)
vz = 0 (25.4)
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Dabei sind (25.1) bis (25.3) lineare Restriktionen, wihrend (25.4) die einzige nichtlineare Re-
striktion darstellt, die beschreibt, dass  und v komplementdre Variable sind:

wj>O:>vj:0,

vj>0:>:cj:0.

Wolfe [53] gab eine Modifikation des Simplexverfahren an, die es gestattet, dass (25.4) in jedem
Schritt des Verfahrens erfiillt ist. Dazu wenden wir das Simplexverfahren auf ein lineares Pro-
gramm an, das (25.1) bis (25.3) beschreibt. Es sei M = {z € R" | Ax = b,z > 0} nicht leer
(anderfalls besitzt (Q)) keine zulédssige Losung) und es sei T € R™ eine zuléssige Basislosung, die
einer Ecke von M entspricht. Wir setzen

h:=p+2C%.

Ist h = 0, so ist mit v = 0, u = 0 eine zuldssige Losung des Systems (25.1) bis (25.4) gefunden
und damit ist ¥ Optimallosung von (). Nehmen wir nun h # 0 an. Dann koénnen wir das
folgende LP mit einer zusétzlichen Komplementaritétsbedingung betrachten:

min z
unter hz +v —2Cz — A'u =p
Ax =b (25.5)
v =0
z>0, v>0, x>0, ubel

Fiir dieses Problem ist (1,0,Z,0) eine zuldssige Losung. Aus dieser zuldssigen Losung kann
man auf folgende Weise zu einer Basislosung kommen. Dazu sind (n + m) linear unabhéingige

Spalten aus der Matrix
n { h E —-20 -A
m { 0 0 A 0

auszuwahlen. Man wéhle

1. Die m zur Losung T gehorigen Spalten von A (erweitert durch die entsprechenden Zeilen
von —2C).

2. Die n — m Spalten von ( f)? ) die zu Variablen v; gehoren, wobei x; Nichtbasisvariable

fiir die Losung 7 ist.

A
3. Samtliche m Spalten von ( 64 >

Da in der oben angegeben zuléssigen Losung z = 1 ist, aber nicht in der Basis ist, muss

h
0
zunéchst z gegen eine der Basisvariablen ausgetauscht werden. Dies ist immer moglich, da nach
Voraussetzung h # 0 ist.

Ausgehend von der so bestimmten Ausgangslésung wird nun das Simplexverfahren mit fol-
gender Zusatzvorschrift durchgefiihrt:
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Zusatzvorschrift: Bleibt x; Basisvariable, so darf v; nicht Basisvariable werden und umgekehrt.
Dann erfiillen alle Lésungen, die man erhélt,
2'v=0.
Satz 25.2 Das Simplexverfahren mit Zusatzvorschrift ergibt eine Losung mit z = 0.

Beweis: Sei (Z,7,7,u) eine Optimalldsung von (25.5) mit Z > 0. Dann wére dies auch eine
Optimallésung von

min z
unter hz +v —2Cz — A'u =p
Az =
/ —/
TY+Ux =
z>0, v>0,22>0, ubel
Dazu lautet die duale Aufgabe
max p't+by
unter h't <1
t + s <0
—-2Ct + Ay +wvs <0
At =0

und nach dem Dualitéiitssatz hitte diese Aufgabe ebenfalls eine Optimallosung (¢,7,5) mit p't +
by =z > 0. Nach dem Satz iiber den komplementiren Schlupf gilt dann:

z>0 = HKi=1
Falls 7 >0,7,=0 = (A7—2C%); =0
T, =0,7, >0 = =0

Somit gilt (A’ — 2CT) > 0. Da aber At = 0, folgt daraus ' C% < 0. Nun ist aber C positiv
definit, daher ist £ = 0 im Widerspruch zu h't = 1. Also ist in der Optimallésung z = 0. O

Beispiel 25.1
min (71— 3)% + (22 — 3)? = 2% + 22 — 621 — 622 + 18
unter x4+ 29 <1
r1 >0, 22 > 0.
Durch Einfiihrung einer Schlupfvariablem xs erhdlt man

1 +x9+2x3=1, 2x3>0.

Als Ausgangsecke wdihlen wir
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Dies bedeutet, dass x1 eine Basisvariable und xo,x3 Nichtbasisvariablen sind. Ferner haben wir
die Daten

100
c=|(010], = —6 =(111), b=1,
0 00 0
—6 2 00 1 —4
h=p+2Cz=| -6 |+|0 2 O 0O)=| -6
0 0 00 0 0

Die lokalen Kuhn-Tucker Bedingungen fithren auf das System

min z
unter —4z + v + —2xq —u = -6
—6z + V2 —2x9 —u = -6
U3 —u = 0 (%)
1 +x9 +x3 = 1

z, V1,2, U3, T1, T2, 3 > 0, u bel.

Aus der Zeile () ldsst sich u eliminieren. Man erhdlt das System

min z
unter —4z + v — vy  —217 = —6
—6z + vy —us —2x9 = -6

1 + 2 + xz3 = 1

2, V1, V2, V3, X1, T2, T3 = 0.

Nun kann man vy, ve, x3 als Basisvariable wihlen und erhdlt damit das folgende Ausgangstableau
fiir das Simplexverfahren. Die zu z gehdrende Spalte wird dabei Pivotspalte.

z V3 I X9
0 1 0 0 0
v | 6] -4 -1 =2 0
vo | =6 ] -6 —1 0 -2
T3 1 0 0 1 1

Die zugehdrige Pivotoperation fithrt auf das nachfolgende Tableau, in dem dann die zu 1
gehorende Spalte Pivotspalte wird:

v vy o @
3 1 1 1
-5 1 —1 —z O
3 1 1 1
2 g\—1 1 3 0
vo| 3|-3 1 3 =2
z3| 1] 0 0 1 1
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Die weiteren Simplexschritte liefern

U1 U3 I3 Z2

1 1 1 1
-1z -1 2 2
1 1 1 1

z Ll—-3 1 —3 —3
vl 0|-3 1 -3 -5
T 1 0 0 1 1

U1 v2 T3 T2

-1]-3 3 -1 =2
z| 1| & -3 1 2
v3| 0| -3 2 —6 -10
x| 1| 0 0 1 1

)
)
@)
)
—_

1
xI9 5
V3 5
1
I 5

Damit ist die Optimallosung erreicht. Sie lautet

- 1
3}'1—2, .’,U2—2.



182 Darstellungssétze



Kapitel 26

Darstellungssitze fiir konvexe
polyedrische Mengen

Im folgenden wollen wir die Struktur der Menge
M = {z|Az =0, © > 0} (26.1)

der zuldssigen Punkte linearer Programme genauer untersuchen und betrachten dazu auch das
zugehorige homogene System
Ay=0,y>0 (26.2)

Es gilt
Satz 26.1 Jede Lisung von Ax = b, x > 0 kann dargestellt werden als Summe einer Konvezx-

kombination von Basislosungen dieses Systems und einer Ldsung des zugehdrigen homogenen
Systems (26.2).

Beweis: Wir zeigen Satz 26.1 durch Induktion nach der Anzahl der positiven Komponenten einer
Losung z. Ist x = 0 zuldssig, so ist x zuldssige Basislosung und somit Summe von sich selbst
und der homogenen Lésung y = 0. Das selbe ist der Fall, wenn die zu positiven Komponenten
von z gehorenden Spalten der Matrix A linear unabhéngig sind. Es sei nun z;, >0 (1 <t < k)
und die Spaltenvektoren {aj,|1 < ¢t < k} seien linear abhéngig. Dann gibt es Zahlen oy mit
(a1,...,a;) # 0 und

k
E agaj, =0
t=1
Ferner ist

k
Z (x5, + Aoy)aj, = b
t=1

Setzen wir

—o0, falls ap <0 fiir alle ¢
A= max{%t“‘at>0}, sonst

400, falls ay > 0 fiir alle ¢
A2 = min{ _(ftjt oy < O} , sonst

183
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R xjt+>\at7 1§t§k
7(A) = { 0, sonst

Damit ist z(\) zuléssig fiir A1 < A < Ag, wobel wegen (o, ..., ai) # 0 hochstens eine der Zahlen
A1, A2 nicht endlich sein kann.

Ist A\, € {1,2}, endlich, so ist z(\,) eine zuldssige Losung mit hochstens & — 1 positiven
Komponenten. Wir unterscheiden nun 2 Félle:

Fall 1: Alle Komponenten von o = (a7, ..., o) haben das gleiche Vorzeichen. Ist dieses positiv,
setze man r := 1, anderenfalls sei r := 2. Man definiere

o |)\1~Oét|, 1§t§]{7
Yje = 0, sonst

Dann ist y eine Losung von (26.2) und es gilt x(\,) = z — y. Daher ist
z=x(\)+y.

Nach Induktionsvoraussetzung ist aber x(\,) = x1 +y1, wobei z1 eine Konvexkombination
von Basislosungen und y; eine Losung von (26.2) ist. Daher ist x = x1 + (y + y1).

Fall 2: —co< A1 <0< Ao < 40

Dann ist z = az(A) + (1 — @)z (A2) mit o = AQ’\_QM und nach Induktionsvoraussetzung ist

z(A) = T1+m
z(A2) = z2+ Yo,

wobei die Vektoren x; (i = 1, 2) Konvexkombinationen von Basislosungen und y; homogene
Losungen sind. Daher ist

x = (ax; + (1 —a)z) + (ay1 + (1 — a)ya).

|
Ist M = {x|Ax = b,z > 0} nicht leer und beschrénkt, so folgt aus Satz 26.1, dass das homogene
System Ay = 0,y > 0 die einzige Losung y = 0 hat. In diesem Fall ist M ein konvexes Polyeder
und jedes x € M ist Konvexkombination der Ecken von M. Wir erhalten also

Korollar: M ist genau dann ein konvexes Polyeder, wenn das zugehorige homogene System
eindeutig losbar ist.

Definition 26.1 FEine homogene Lisung y von (26.2) heifst homogene Extremallosung, wenn y
eine zuldssige Basislosung des Systems

Ay=0, y=1, y>0 (26.3)
mit ¢ = (1,1,...,1) ist.

Es gibt also nur endlich viele homogene Extremallosungen. Durch die Bedingung e’y = 1 wird
die Losung y = 0 ausgeschlossen. Nun gilt
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ag

a

Abbildung 17.1:  Jedes x € M besitzt eine Darstellung der Form
r=oaa; + (1 —a)ag) + As1 + pse
mt0<a<1,A>0,0>0

Satz 26.2 Jede nichttriviale Lisung des homogenen Systems (26.2) ist eine nichtnegative Li-
nearkombination von homogenen Extremallésungen.

In der Sprechweise von Abschnitt 15 besagt dieser Satz, dass die Losungen y # 0 des homogenen
Systems im Kegel liegen, der von den homogenen Extremallésungen erzeugt wird.

Beweis: Fiir jede nichttriviale homogene Losung y gilt €'y = a > 0, daher ist y ein nichtnegatives
Vielfaches einer Losung von (26.3). Wendet man Satz 26.1 und Korollar 26 auf (26.3) an — das
zugehorige homogene System hat wegen y > 0 und €’y = 0 die einzige Losung y = 0 — so ist jede
Losung von (26.3) eine Konvexkombination von homogenen Extremallosungen. Daraus folgt die
Aussage von Satz 26.2 [
Aus den Sétzen 26.1 und 26.2 folgt nun

Satz 26.3 (Darstellungssatz fiir konvexe polyedrische Mengen):
Sei M = {z|Ax = b,x > 0}.

1. Besitzt (26.2) nichttriviale Losungen, so ist jedes x € M die Summe einer Konverkom-
bination von zuldssigen Basislosungen und einer nichtnegativen Linearkombination von
homogenen Extremalldsungen.

2. Ist 0 die einzige homogene Lisung von Ay = 0,y > 0, so kann jede Lisung x € M als
Konvexkombination zuldssiger Basislosungen dargestellt werden.

Satz 26.3 ist ein Spezialfall des endlichen Basensatzes fiir polyedrische Mengen. Ist A eine belie-
bige (m x n) Matrix, so ist P := {x| Az < b} eine polyedrische Menge. Der endliche Basenansatz
besagt nun:

Ist P # (), so gibt es endlich viele Vektoren x1,...,2k,y1,...,Y1, S0 dass

k l k
P=0> i+ By > ai=1, a; 20 (1<i<hk), ;>0(1<j<) (26.4)

i=1 j=1 i=1
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d. h. jeder Punkt einer polyedrischen Menge lifit sich darstellen als Summe aus einer Konvex-
kombination ihrer Ecken und einem Vektor aus dem von den y; (1 < j <) erzeugten Kegel.

Ein Beweis dieses Satzes befindet sich z. B. in [Stoer-Witzgall (1970), Kap. 2]. Es gilt auch
die Umkehrung dieses Satzes, ndmlich jede Menge definiert durch die rechte Seite in (26.4) ist
eine polyedrische Menge. Dieses tiefliegende Resultat ist eine Verallgemeinerung des berithm-
ten Satzes von Weyl, der besagt, dass jede nichtnegative Linearkombination von endlich vielen
Erzeugenden einen polyedrischen Kegel bildet, d. h. einen Kegel, der gleichzeitig polyedrische
Menge ist.

Wir wollen nun zeigen, wie man im Simplextableau eine homogene Extremallésung ablesen
kann. Nehmen wir an, nach Durchfithrung einiger Simplexschritte erhalten wir ein Tableau mit
¢s > 0 und as < 0. Wir setzen

Uns) = 1

UB@) = —Gis (1<i<m)

ngy = 0 (1<j<nyj#s)
e = (1,1,...,1)

und normieren g so, dass

_ Y
e'y
gilt. Dann ist ¥ > 0 und aus Agl(AB, Apn)y = 0 folgt Ay = 0. Somit ist y eine zulédssige Losung
des Systems (26.3). Dass y eine Basislosung dieses Systems ist, erkennt man auf folgende Weise.
Man setze yp = —A]__glANyn in €'y = 1 ein und man erhilt

(e — egAZ AN)yn = 1.

Wegen a;s <0 (1 <i<m)ist —e’BAglaN(s) > 0 und daher ist der Koeffizient 1 — e’BAglaN(s)
der Variablen yy ) positiv. Wéhlt man yy;), 1 < j <n,j # s als unabhéingige Variable, denen
man den Wert 0 erteilt, so ist das Gleichungssystem mit der zusitzlichen Gleichung e’y = 1

etndeutig 16sbar. Man erhélt
1

1 ejBAglaN(s)

Ys

Damit entspricht aber dieses y einer Basislosung des Systems (26.3) und ist daher eine homogene
Extremallosung.



Kapitel 27

Parametrische lineare Programme

In praktischen Anwendungen der linearen Optimierung trifft oft der Fall ein, dass die Koeffizien-
ten eines linearen Programms nicht genau bekannt sind. Die Koeflizienten kénnen von mehreren
Parametern abhéngen, die sich etwa mit der Zeit &ndern kénnen und auf die man keinen Ein-
fluss hat. Jede Anderung der Parameter éndert das zugrundliegende lineare Programm. Um
nun bereits im vorhinein Aussagen treffen zu kénnen, will man den Einfluss der Parameter auf
Koeffizienten des Losungsvektors und Zielfunktionswert kennen.

Wir werden im folgenden 3 Fille getrennt behandeln, und zwar Parameter in der Zielfunktion,
Parameter im Begrenzungsvektor und Parameter in der Koeffizientenmatrix.

27.1 Lineare Parameter in der Zielfunktion

In diesem Abschnitt betrachten wir Probleme der Form

max {c’a: + tlc(l)/x + ot tkc(k)/a:‘Ax <b,x> 0} (27.1)

und wollen dabei stets annehmen, dass die Menge der zuldssigen Punkte von (19.1) nicht leer
ist. Zur Abkiirzung setzen wir

c(t) == (c +teM 4 tkc(k))

Definition 27.1 Der kritische Bereich K(B) fir eine zulissige Basislosung (zp,xn) ist die
Menge aller Parameter t = (t1,...,tx), so dass fir die reduzierten Kostenkoeffizienten én(t) :=
en(t) = (Ag' An)'ep(t) < 0 gilt.

Satz 27.1 Jeder kritischer Bereich von (19.1) ist eine konvexe abgeschlossene polyedrische Men-
ge im Parameterraum RF.

Korollar: Ist k = 1, so ist der kritische Bereich ein Intervall.
Beweis: Da én(t) = en(t) — (A5 An) ep(t), ist én(t) eine affin-lineare Funktion von ¢. Daher
ist
K(B) = {t}éN(t) < 0} eine abgeschlossene, konvexe polyedrische Menge. [ ]
Wir zeigen nun, dass der Zielfunktionswert von (19.1) eine konvexe, stetige Funktion auf
einem konvexen Definitionsbereich ist.
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Definition 27.2 Eine Funktion f : G — R auf einer konvezen Menge G C RF heifit konvex,
wenn fiir alle t,t?) € G und X mit 0 < X < 1 gilt

Af@®)+u—Aﬁ@@)zfQN%+a—Aﬁ®) (27.2)
Eine Funktion heifit auf G konkav, wenn —f konvex ist.

Satz 27.2 Die Funktion
z(t) == max {c(t)'z|Az < b,z > 0}

ist eine konvexe, stetige Funktion auf einem konvexen Definitionsbereich G C R¥. Fiir alle t aus
einem kritischen Bereich K(B) ist z(t) affin-linear.

Beweis:

1. Sei G := {t|2(t) endlich}. Ist G = () oder einpunktig, so ist G auch konvex. Sei nun
tM @) e G mit tM) #£ @), Fiir alle zulissigen x gilt

c(tYz < 2(t9),i=1,2

Multiplikation mit A bzw. (1 — A) und anschliefende Addition
/ /
Ac(t®) + (1 — A)c(t@))} z=c ()\t(l) +(1- )\)t(2)> 2 < Az(tD) + (1= N)z(t®)

Daher ist fiir ¢ := A0 + (1 = M)t 0 < A < 1 die Zielfunktion iiber dem zuléissigen
Bereich nach oben beschrinkt und nimmt ihr Maximum an. Somit ist {(©) € G und G
konvex.

2. Aus (19.2) folgt sofort
(At 4+ (1= M)t@) < Az(tW) + (1 — A)z(t®)
daher ist z auf G konvex.

3. In jedem kritischen Bereich ist z(¢) eine lineare Funktion von t. Da die kritischen Bereich
konvex und abgeschlossen sind (Satz 19.1), ist z(t) stetig auf G.

|

Im Zusammenhang mit diesem parametrischen Problem interessiert man sich fiir den Verlauf

der Losungsfunktion z(¢) und fiir die zugehorigen Optimallosung z*(t), sowie fiir das Minimum

von z(t). Wir werden im folgenden beschreiben, wie man den Verlauf der Losungsfunktion z(t)

explizit bestimmen kann, falls nur ein Parameter in der Zielfunktion auftritt. Ferner werden wir
kurz diskutieren, wie man das Minimum von z(¢) bei mehreren Parametern bestimmen kann.

Gegeben sei ein LP
2(t) :== max{(c + td)'z|Azx < b,z > 0} (27.3)

Zunéchst bestimmt man fiir einen Parameterwert ¢y, etwa tg = 0, eine Optimallosung des zu-
gehorigen linearen Programms. Hat diese Problem eine endliche Optimallsung, so ist nach Satz
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19.1 der zugehorige kritische Bereich ein Intervall. Die Endpunkte ¢1, t2 dieses Intervalls kénnen
gefunden werden, indem man aus den Gleichungen fiir die reduzierten Kostenkoeffizienten

& +td; =0 (j€N)

zu to den néchskleineren und néchstgrofleren Wert von ¢ bestimmt. Es ist moglich, dass einer
der beiden Endpunkte des kritischen Intervalles [t1, 2] nicht endlich ist. Um Schwierigkeiten
in der Schreibweise zu vermeiden, vereinbaren wir: [tx,tx+1] bezeichne das halboffene Intervall
(=00, tgy1], falls tp = —oo ist, bzw. das halboffene Intervall [ty, 00), falls ¢4 = oo ist.

Fener bezeichnen wir im folgenden zur Vereinfachung der Schreibweise mit ¢;, ch die redu-
zierten Kostenkoeffizienten der augenblicklichen j-ten Nichtbasisvariablen.

Ist ¢1 endlich und wurde ¢; aus der Gleichung
G +t1ds =0

bestimmt, so gelangt man zu einem benachbarten kritischen Bereich, indem man die Spalte s
als Pivotspalte wihlt und eine Pivotoperation durchfiihrt. Enthélt die Spalte s nur Elemente
a;s < 0, so gibt es fiir Parameter ¢ < t; keine endliche Optimallésung.

Hat das Problem fiir den Parameterwert tg keine endliche Optimallésung, so erhélt man nach
einigen Simplexschritten ein Tableau mit

Es+tods >0, <0 (1<i<m).

Ist nun ds = 0, so gibt es fiir kein ¢ eine endliche Optimallésung. Man berechne t; := —2—5. Ist

ds > 0, so gibt es fiir kein ¢ > ¢; eine endliche Optimallésung. In den beiden letzten Fillen setzt
man mit der Zielfunktion ¢ + t;d das Simplexverfahren fort und erhélt dann nach endlichen
vielen Schritten entweder eine Losung mit endlichem Zielfunktionswert oder den Nachweis, dass
keine Losung mit endlichem Zielfunktionswert existiert.

Beispiel 27.1 Man bestimme eine zulissige Ldsung mit endlichem Zielfunktionswert fir das
lineare parametrische Programm

Minimiere (1-3t)z1 + (1+t)ze — (1+2t)x3
unter den Restriktionen —x1 + To — 203 < 2
-1 + xz3 < 2
X1 Z 0, i) Z 0, I3 Z 0

Wir losen zundchst dieses Problem fiir to = 0. In den Simplextableaus transformieren wir
die Koeffizienten c;(j € N) und dj(j € N) in zwei zusdtzlichen Zeilen mit.

Ausgangstableau
ry1 T2 23
c|0 1 1 -1
d|o| -3 1 =2
Zielfunktion firt =0 1|0 1 1 -1
g | 2| —1 1 -2
x5 | 2| -1 0 1
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Wiihlt man s = 1, so ist as < 0, also gibt es fiir t = 0 keine endliche Optimallosung. Man
bestimmt t; = 2—2 = é Wegen ds = —3 < 0 gibt es fiir alle t < % keine endliche Optimallésung.

Nun setzt man t = % und fiihrt das Simplexverfahren fort:

Ty T2 X3 r1 T4 T3
cfo] 1 1 -1 c[—2T7 2 -1 1
dlo|-3 1 =2 d| —2|-2 -1 0

_ 1 4 5 _ 1 8 4 4
t=3]0] 0 3 -3 t=3|-3| 3 —3 1
g |2]-1 1 =2 z | 2] -1 1 -2
xIs 2 -1 0 1 T5 2 -1 0 1

Wihlt man s = 1, so ist wieder as < 0. Aus dem Tableau kann man ablesen, dass es firt < 1
keine endliche Ldosung gibt. Also ersetzt man t =1 und man erhdlt:

T1 T4 T3 1 x4 X3

c| -2 2 -1 1 c| —4 3 -1 -1

d|-2|-2 -1 0 d| -2 |-2 -1 0

t=1| —4 0 -2 1 t=11| —6 1 -2 -1

o 2| —1 1 -2 2 6| -3 1 2

x5 2| -1 0 1 T3 2| -1 0 1
Nun ist fir s = 1 die Spalte as < 0. Also gibt es keine endliche Lésung fir t < % Man
ersetze t = % und erhdlt als reduzierte Kostenkoeffizienten ¢ = 0,¢4 = —%, ¢s = —1. Damit ist

das Tableau optimal. Die zugehorige Losung x1 = 0,29 = 6,23 = 2 hat den Zielfunktionswert

2(3) =7

Fiir das Folgende nehmen wir an, dass der Definitionsbereich der Funktion z(¢) nicht leer
ist. Dann kann man folgenden Algorithmus zur Bestimmung des Funktionsverlaufes von z(t)
verwenden:

Algorithmus zur Bestimmung der optimalen Ldsungsfunktion des parametrischen linearen
Programms (19.3).

Ausgangsdaten: Simplextableau mit ¢, A, b und einer weiteren Zeile fiir d;(j € N).

1. Bestimme einen Parameterwert tg, so dass (19.3) fiir t = ¢y eine endliche Optimallosung
hat. Die zugehorige Basislosung sei z*(tp). Zum Parameterwert to gehore der Basis-
vektor B(typ) und der Nichtbasisvektor N(tp). Die augenblicklichen Koeffizienten seine
&ydi,aij(1<i<m,1<j<n).

2. Bestimme den kristischen Bereich K ()
K(to) == {tyéj +td; <0,1<j< n} = [t_1,t]
Setze z(t) = —co—tdp fir tet_1,t]

x(t) x(to) fir te [t_l,tl]
k := —1 und gehe zu 3.
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3. Untersuchung der Parameter t < tg:

3.1 Ist t := —o0, gehe zu 4. Sonst gehe zu 3.2.
3.2 Wihle s € {j’éj(tk) = 0}.
3.3 Ist as < 0, so existiert keine endliche Losung fiir ¢ < t;. Gehe zu 4.

3.4 Bestimme
bi.

= min { a;s >0,1<i< m} und fithre mit @,
Ais

eine Pivotoperation durch. Die neue Losung sei z* ().

3.5 Bestimme den kritischen Bereich K (ty) := [tx_1,tx] und setze

2(t) = —& — tdp fiir t € [tp_1,ty]

xz(t) = a(tg) fir ¢t € [te—1, ti]
o(ty) = Az*(tr) + (1 — Nz (tgsr), falls te = trqq
ko Mz () + (1= N)a* (tggr), falls t,  tpyq

3.6 k:=k —1 und gehe zu 3.1.

4. Setze tq :=tg, k := 1 und gehe zu 5.
5. Untersuchung der Parameter t > tg

5.1 Ist t = +o0, so gehe zu 6, sonst gehe zu 5.2.
5.2 Wihle s € {j|¢;(ty) = 0}
5.3 Ist as < 0, so existiert keine endliche Losung fiir ¢ > £;. Gehe zu 6.

5.4 Bestimme

ars 1<i<m | Qs

b b;
—— = min {deis>0,1<i<m}

und fithre mit a,s eine Pivotoperation durch. Die neue Losung sei z* ().

5.5 Bestimme den kritischen Bereich fiir K (¢) := [tk, tx+1] und setze

2(t) = —é — td fiir t € [ty, tps1]

x(t) = x"(tx) fir ¢ € [tx, tgt1]
B(ty) = Ax*(tg) + (1 — Nax(tgpe1), falls tg = tpq
koo Az (t) + (L — N)x* (tgy1), falls tg >t

5.6 k:=k+ 1 und gehe zu 5.1.

6. z(t) hat einen endlichen Wert fiir [to,t;]. Die zugehorigen Losungen sind x(t). Stopp.
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27.2 Lineare Parameter im Begrenzungsvektor

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Programme der Form
max{cz|Az < b+ t;bM + ..+ 1,0%) 2 >0} (27.4)

Diese Problem ist das duale Problem zu einem parametrischen LP der Form (19.1).
Wir definieren wieder:

Definition 27.3 Der kritische Bereich K(B) einer zuldssigen Basislosung (zp,zN) ist die Men-
ge aller Parameter t = (t1,...,tx), so dass b(t) > 0 gilt.

Satz 27.3 Jeder kritische Bereich von (19.6) ist eine konvexe, abgeschlossene polyedrische Men-
ge im Parameterraum RF.
Ist k =1, so ist der kritische Bereich ein Intervall.

Beweis: Da b(t) = Ag'b(t), ist b(t) eine affin-lineare Funktion von t. Daher ist die Menge
K(B) = {t|b(t > 0)} eine abgeschlossene, konvexe polyedrische Menge. ]

Wir zeigen nun, dass der Zielsfunktionswert von (19.6) eine konkave, stetige Funktion mit
einem konvexen Definitionsbereich ist.

Satz 27.4 Die Funktion z(t) := maz{cxz|Az < b(t),z > 0} ist eine konkave, stetige Funktion
auf einem konvexzen Definitionsbereich G C R¥. Fiir alle t aus einem kritischen Bereich K(B)
ist z(t) affin-linear.

Beweis:

1. Sei G := {t|z(t) endlich}. Ist G = () oder einelementig, so ist G auch konvex. Sei nun
tW 2 ¢ @ mit ¢t % t@) . Fiir ¢ = 1,2 gibt es Basislosungen (9 mit

Ax® < b(t(i))
Daraus folgt flir 0 < A <1
Az®M + (1= 2)z®) < 2p(EM) + (1 = Np(E?) = bMWD + (1 — N)t?) (27.5)

Das Problem hat somit fiir () = M) (1 — M)t mit 0 < X < 1 eine zuliissige Losung.
Die Menge zuldssigen Punkte des dazu dualen Problems ist unabhéngig von ¢ und nicht
leer, da z. B. fiir t = t™) ein endlicher Zielfunktionswert fiir das primale Problem und
damit auch fiir das duale Problem existiert.Daher besitzt nach dem Existenzsatz (Satz
12.3) ads primale Problem auch fiirt = t(*) € G.

2. Nach (19.7) ist z(® := Xz(® + (1 — X\)z® fiir 0 < A < 1 zuliissig und es gilt
2@ > Aa® 4 (1 - \)z®?
Also ist z(t)konkav auf G

3. Dain einem kritischen Bereich B konstant ist und xp = b(t) eine affin-lineare Funktion von
t ist, auch z(t) = dzap affin-linear in ¢. Da die kritischen Bereiche konvex abgeschlossen
sind (Satz 19.3), ist z(t) stetig auf G. [ ]
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Auch bei diesen Problemen interessiert man sich wieder fiir den Verlauf der Zielfunktions-
werte in Abhéngigkeit von ¢ bzw. fiir das Maximum von z(¢) auf der Menge G. Zunéchst besteht
das Problem, ob es iiberhaupt ein ¢ gibt, so dass (19.6) eine zuléssige Losung besitzt. Diese Frage
ldsst sich leicht durch die Losung des folgenden Ungleichungssystems, etwa durch die Phase 1
der Zweiphasenmethode entscheiden

Az — SF_ b0t <b

r=1

(27.6)
x>0, ty,...,t; beliebig.

Im folgenden wollen wir ein Verfahren zur Bestimmung der Funktion z(t) angeben, wenn der
Begrenzungsvektor nur von einem Parameter abhéngt.

Wir nehmen an, (19.8) habe fiir ¢ = ¢y eine Losung und (xzp,zn) sei die zu ¢y gehérende
Basislosung von(19.6). Sodann bestimmen wir den kritischen Bereich von ¢ty durch

K(to) == {t | b(t) > 0} = [t-1, 1]

Wie schon in Abschnit 19.1 vereinbaren wir, dass [tx,tx11] ein halboffenes Intervall bezeichne,
falls t, = —oo oder tgy1 = 400 ist.

Mindestens einer der Werte ¢_j,t4; ist endlich (sonst wire b = 0 und wir hitten ein
gewohnliches lineares Programm mit z(t) = const.).

Nehmen wir an, ¢; sei endlich. Dann gilt fiir eine Komponente von l;(tl) :

be(t1) = 0.

Sind alle Elemente a,;,1 < j < n der Pivotzeile nicht negativ, so besitzt das Problem fiir ¢t > t;
keine zulédssigen Punkte. Andernfalls wihlen wir s so, dass

~ ~ *
C . Cj - .
5 :mln{~] |arj<0,1§]§n}

Qprs

Qrj

Wir fithren mit a,s eine Pivotoperation durch und bestimmen fiir die neue Losung wieder den
kritischen Bereich. Der Algorithmus zur Bestimmung von z(¢) verlduft somit analog zum ersten
Algorithmus in Abschnitt 19.1.

Beispiel 27.2 Bestimme z(t) fir

max —3x1 — 2x9
unter T + x9 < 1+t
201 — xy < 41t (27.7)
I Z 0
T2 Z 0

Fiir g = 0 gibt es eine zulissige Losung und eine zugehorige Optimallosung lésst sich aus
folgendem Simplextableau ablesen
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Nun ist K(0) = {t{14+¢>0,4—t >0} = [1,4]



Kapitel 28

Sensitivitatsanalyse

Bei Anvendungen der linearen Optimierung tritt haufig der Fall ein, dass nach dem Losen eines
linearen Programms sich eine der Gréflen A, b oder ¢ dndert oder dass sich Notwendigkeit ergibt,
eine neue Variable oder Restriktion in das Modell aufzunehmen. Eine neuerliche Lésung das mo-
difizierten Problems ist in dem meisten Fillen sehr aufwéndig. Daher versucht man, die Losung
des modifizierten Problems aus der bereits gefundenen Optimallésung des Ausgangsproblems zu
gewinnen.

Im folgenden soll angegeben werden, wie man im einzelnen dabei vorgeht.

e Einfiihren einer neuen Variablen
Die Optimallosung bleibt zuldssig. Man berechne den reduzierten Kostenkoeffizienten der
neuen Variablen und fithre gegebenfalls Symplexschritte durch.

Beispiel 28.1 (vgl Abschnitt 4):

Ausgangstableau Optimales Tableau
I T2 T4 xT5

0| 1 1 -3 -1/2 -=3/2

xg | 4| 1 T3 0 -1/2 —5/2
xe |3 2 -1 1 2| 1/2 1/2
xIs 2 0 1 €To 1 0 1

Fiige z¢ ein mit c¢ = 2 und dem Spaltenvektor ag = (1, 0, 1)'. Die Basisinverse fiir die
optimale Basis ist Agl, daher ist

1 0 —1/2]-3/2 2 1/2

1| o1 =12 -5/2 1| | -3/2

Apas=1 0 o 12 | 1)2 o || 172 (28.1)
00 0 1 1 1

Diese Spalte fiigt man nun zum optimalen Tableau hinzu und fiihrt eine Pivotoperation
durch. Man erhdlt
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7 1 1

—3 |73 2 —3
3
I3 5
3
I 5
Te 1

Daher ist die neue Optimallosung x1 = %, 9o =0,26 =1 und z = %

Einfiihren einer neuen Restriktion

Dieser Fall tritt hidufig in der ganzzahligen und nicht linearen Optimierung ein, z.B. bei
Schnittebenenverfahren.

Fiihrt man eine neue Restriktion, etwa der Form a,, 11’z < by,+1 ein so bleibt das Tableau
dual zuléssig. Man fithrt daher bis zur neuen Optimallésung duale Symplexschritte durch.

Um die gegebene Restriktion in den Nichtbasisvariablen der Optimallésung darzustellen,
geht man so vor. Es sel B eine optimale Basis des Ausgangssystems. Im modifizierten
System wird sie zu B erweitert und man erhélt

S
B At 1,B(1) - - - G+ 1,B(m) | 1

-1 AB ‘
AB < _a;n+1,BAB1 ‘ )

und somit erhilt man fiir die Koeffizienten der Nichtbasisvariablen der (m + 1)-sten Zeile
im optimalen Tableau

Dabher ist

~ o R, A=l o A
A1, N = Y1, N am+1,BAB AN = g1, N am+1,BAN

Beispiel 28.2 (vgl. Abschnitt 4): Zum Beispiel aus Abschnitt 4 soll die Restriktion x1 < 1
hinzutreten. Die Berechnung der Zusatzzeile fiir das optimale Tableau ergibt

-3|-1/2 -3/2
(110,0) — (00,1,0). | 0| ~1/2 /2 :<_1‘_1 _1>

2 1/2 1/2 27 2
1 0 1
Ein dualer Simplexschritt mit Pivotelement aq1 = —% liefert
T4 xIs
-2 -1 -1
T3 1
T 1
i) 1
Xq 2
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Somit lautet die optimale Losung des modifizierten Problems
T =x0=1, 2=2.
Anderung einen Kostenkoeffizienten

Manchmal ist man am Bereich interessiert, in dem man sich Kostenkoeffizient &ndern kann,
so dass eine zulédssige Basislosung optimal bleibt.

Wir unterscheiden zwei Fille: der Kostenkoeffizient gehort im optimalen Tableau zu einer
Nichtbasisvariablen oder zu einer Basisvariablen.

Fall 1: Der zu &ndernde Kostenkoeffizient gehort im optimalen Tableau zu einer
Nichtbasisvariablen.

Fall 2: Der zu dndernde Kostenkoeffizient gehort im optimalen Tableau zu einer
Basisvariablen.

Behandeln wir zunéchst Fall 1. Ist x, Nichtbasisvariable in einer Optimallésung mit der
Basis B eines Maximierungsproblems, so gilt fiir den zugehorigen relativen Kostenkoeffi-
zienten

Cr =cCr —CB ’Aglargo
Dabher ist also die Basis B optimal fiir ¢, < cB’Aglar.
Ist im Fall 2z, Basisvariable in der Optimallésung, so beeinfliisst der Wert ¢, alle redu-
zierten Kostenkoeffizienten. Betrachten wir ¢, als Parameter, so gilt

EN’:cN’—cB’AglANg()

Dacg’' = (...,¢,...), st also ¢y = ¢én(c,) eine affin-lineare Funktion von ¢,. B ist optimal
fiir das gegebene Maximierungsproblem, solange ¢y (c,) < 0 gilt. Die Menge {c.|én(c) <
0} ist ein abgeschlossenes Intervall.

Beispiel 28.3 (vgl. Abschnitt 4): Fir welche Werte von ca ist die Losung x1 = 2,x9 =1
optimal?

-1/2 —-5/2 11 1 1
5N<CQ) = (0,0)—(0,1,02). 1/2 1/2 =—| =z, =Fc2 | < O0=>c>——==>c€ [—*,OO
0 1 2°2 2 2

Anderung des Begrenzungsvektors

Dual zur Anderung eines Kostenkoeffizienten verhalten sich Anderungen im Begrenzungs-
vektors. Es sei B optimale Basis eines linearen Programms.
Fiir welche Werte von b; bleibt B optimal?

Es gilt b = A;lb > 0. Fasst man b; als Parameter auf, so ist lNJ(bz) > 0 die Bedingung an
b;. Dadurch wird wieder ein abgeschlossenes Intervall fiir b; beschrieben.

)
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Beispiel 28.4 (vgl. Abschnitt 4): Fir welche Werte von by ist die optimale Losung durch
die Basisvariablen x1,x9 und x3 beschrieben?

AV b 4
0 0 1 1 1

Anderung eines Matrixelementes

Auch in diesem Fall unterscheiden wir wieder zwei Féille, ndmlich dass die zugehorige
Spalte in der optimalen Basislosung des Ausgangsproblems zu einer Nichtbasisvariablen
bzw. zu einer Basisvariablen gehort. Wird ein Elementaj; in einer Spalte j gedndert, die zu
einer Nichtbasisvariablen der Optimallosung gehort, so tritt dadurch eine Anderung des
reduzierten Kostenkoeffizienten der Spalte j ein

¢jlaij) = ¢j —m | ai

B bleibt optimale Basis, solange ¢j(a;j) < 0 gilt. Durch diese Bedingung wird wieder ein
abgeschlossenes Intervall fiir mogliche Werte von a;; definifert. Liegt der gewiinschte neue
Wert von a;; nicht in diesem Intervall, so muss man Simplexschritte durchfiihren, um die
neue Optimallésung zu erhalten.

Soll ein Element a;; geéndert werden, wobei die Spalte j zu einer Basisvariablen in der
Optimall6sung des linearen Programms gehort, so fiige man die geéinderte Spalte zum Aus-
gangssystem hinzu und man modifiziere den reduzierten Kostenkoeffizienten der urspriing-
lichen Spalte j mit —M, wobei dieses M hinreichend gross zu wihlen ist. Die optimale
Basis bleibt zulédssig, aber es dndert sich dadurch die duale Lésung m bzw. die reduzierten
Kosten. Man erhéilt

W(M) C= (CB(1)7 ey —M, ces ,CB(m))Aél

und
en' i=cn' —7w(M) Ay

wobei jetzt Ay eine Spalte mehr besitzt. Sobald die urspriingliche Variable x; die Basis
verlassen hat, kann man die zugehorige Spalte streichen.

Beispiel 28.5 (vgl. Abschnitt 4):

Ausgangstableau Optimales Tableau
) Tq Ts5

0| 1 1 -3 | -1/2 -=3/2

xg | 4| 1 x3 0-1/2 —=5/2
x4 | 3 -1 1 2| 1/2 1/2
I5 2 0 1 xTo 1 0 1




Nun soll der Spaltenvektor ay gedndert werden zu a(;y = (1,2, 1).

Zundchst berechnen wir die neue Duallésung fiir M =5

1 —1/2 —5/2
0,-51) 0 1/2 1/2 | =(0,-5/2,-3/2)
0 0 1

und aus ¢y’ =cn ' — 7' An folgt

s g\ [ 4]0 0 1
Glaaman) = Opon-(o-5.-5)( 31 0 2 |-
110 1 1
5 3 13 5 3 15
— (000,0,1) — (9] =2, -2 %) = (9[2,2, 2
(0[0,0,1) ( | 27 27 2) <‘2’2’2>
Ferner erhdlt man () = Agla(l):
1 —% —% 1 _§
0 5 3 2 =1 3
0 0 1 1 1

Daher erhdlt man mit Hilfe des optimalen Tableaus das folgende neue Tableau

Iy xIs 1'(1) Ty x5 i)
9 5/2 3/2 15/2 3/2] 5/2 —6 —15/2
x5 |0 —1/2 —5/2 —5/2| = a3 |5/2|—-1/2 0 5/2
| 2] 12 1/2  3/2 x| 1/2] 172 -1 —=3/2
z 1] 0 1 1 sy 1] 0 1 1

-5 —1 0| Neue Optimallosung:
z(l)=1,290=0,2=1

x3
T4
L)

— = O =

199
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