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Kombinatorische Optimierung 2, SS 2010
3. Ubungsblatt

Zeigen Sie: Eine nichtleere Teilmenge F' eines Polyeders P = {x: Ax < b} ist eine Seitenfléiche von
P, dann und nur dann, wenn fiir ein Subsystem A°z < b° von Ax < b die Gleichung

F = {x € P: A% = b°} gilt. Wenn F minimal (bzgl. Mengeninklusion), dann gilt, Rang(A°) =
Rang(A).

Hinweis: Eine Seitenfliche wird definiert als (nichtleerer) Schnitt des Polyeders mit einer stiitzenden
Hyperebene.)

Sei P ein beschriinktes Polyeder (d.h. ein Polytop). Zeigen Sie, dass P pointiert ist.

Anmerkung: Die zu beweisende Aussage wurde in der Vorlesung im Beweis von Satz 2.9 ,,Ein Polytop
ist die konvexe Hiille seiner Ecken.“ verwendet. Daher sollte Satz 2.9 fiir den Beweis der obigen
Aussage nicht verwendet werden.

Sei P ein Polyeder und es gelte P C {z = (z;) € R": x; > 0,Vi = 1,2,...,n}. Zeigen Sie, dass P
pointiert ist.

Sei X C IR" eine endliche affin unabhingige Menge und sei w € IR". Zeigen Sie, dass die Menge
{z —w: z € X} affin unabhéngig ist.
Sei P = {z € IR*: Ax < b}, wobei A € R™ " und b € IR™. Sei Ar = b das System der implizierten

Gleichungen aus Az < b. Zeigen Sie, dass dim(P) = n — p, wobei p := Rang(A).

Sei F' eine echte Seitenflache eines Polyeders P. Zeigen Sie: F' ist eine Facette dann und nur dann,
wenn dim(F') = dim(P) — 1.

Zeigen Sie: eine endliche Menge X € IR" ist affin unabhéngig dann und nur dann, wenn Vz € X die
Menge {x — Z: z € (X \ {})} linear unabhéngig ist.

(a) Zeigen Sie: Ein Polytop P mit voller Dimension wird dann und nur dann von Az < b definiert,
wenn P C {x: Az < b} und jede Facette von P von einer Ungleichung in Az < b induziert wird.
(b) Matchingpolytop Satz
Sei G = (V, E) ein Graph. Das Matchingpolytop M (G) von G ist die konvexe Hiille der cha-
rakteristischen Vektoren aller Matchings in G. Zeigen Sie, dass M (G) durch das untestehende
System von Ungleichungen definiert wird:

r(d(v)) < 1, YweV
z(y(S)) < (IS|-1)/2, VS CV,|S| >3, |S]|ist ungerade (1)
re > 0, YeeF,

wobei (S) :={(u,v) € E:ue S,ve S},VSCV.
Hinweis: Verwenden Sie die Charakterisierung von Punkt (a) und zeigen Sie, dass jede Unglei-
chung, die eine Facette von M (G) induziert, in (1) vertreten ist.

Sei G = (V, E) ein Graph und sei e € E. Zeigen Sie, dass 2, > 0 eine Facette des Matchingpolytops
M (G) induziert in dem Sie eine Menge von | E| affin unabhéngigen Vektoren in M (G) konstruieren,
fiir die z, = 0 gilt.

Sei G = (V,E) ein Graph. Sei V' die Menge jener Knoten v € V, die eine der folgenden drei
Eigenschaften erfiillen:

(i) degg(v) =3,
(ii) degg(v) = 2 und fiir die Nachbarn u,y von v gilt (u,y) ¢ E,
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(iii) degg(v) = 1 und v gehort einer Zusammenhangskomponenten von G, die genau zwei Knoten
besitzt.

Zeigen Sie, dass Vv € V' \ V', die Ungleichung z(d(v)) < 1 keine Facette des Matchingpolytops von
G induziert. (6(v) bezeichnet wie tiblich die mit v inzidierenden Kanten in G und z(d(v)) ist die
Summe alle z, fiir e € §(v). )

Sei G = (V,E) ein Graph und v € V', wobei V’ wie im Ubungsbeispiel 25 definiert wird. Zeigen
Sie, dass xz(d(v)) < 1 eine Facette des Matchingpolytops M (G) induziert in dem Sie einen Vektor
z € RIFl ermitteln, sodass # alle Ungleichungen des Matchingpolytops M(G) bis auf z(5(v)) < 1
erfiillt. Es gilt also Z(6(v)) > 1.



