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11.

Sei p eine Primzahl und 0 < j < p — 1. Zeigen Sie, dass (p;I) = (~1)7 (mod p).

Sei R ein kommutativer Ring der Charakteristik p > 0 (prim). Zeigen Sie, dass

p—1
(a —b)P~1 :Zajbpflfj, a,b e R.
§=0

Bestimmen Sie die Additions- und Multiplikationstabelle von F5[X]/(X? + X). Handelt es

sich um einen Kérper?

Gibt es ein Polynom f € F3[X], sodass (X? + 1)f(X) = 1 (mod X3 + 1)? Geben Sie
gegebenenfalls ein solches an.

Gibt es ein Polynom f € F3[X], sodass (X*+ X3+ X2+ 1)f(X) = (X?+1) (mod X3 +1)?
Geben Sie gegebenenfalls ein solches an.

Bestimmen Sie f(2) fiir f(X) = X2097 4 X398 ¢ Fg[X].
Sei f € Z[X] mit f(0) = f(1) =1 (mod 2). Zeigen Sie: f hat keine ganzzahligen Nullstellen.
Zeigen Sie: Zaqu a = 0 fiir Primzahlpotenzen g > 2.

Bestimmen Sie alle primitiven Elemente (Erzeuger der multiplikativen Gruppe) von
(a) Fr,
(b) Fl?v
(C) Fg.

Schreiben Sie alle Elemente von Fa5 als Linearkombination von Basiselementen iiber [Fs.
Finden Sie ein primitives Element 5 von Fa5 und bestimmen Sie fiir jedes o € £(Fa5) die
kleinste nichtnegative ganze Zahl n mit o = 3.

Sei K ein Korper, dessen Einheitengruppe £(K) zyklisch ist. Zeigen Sie, dass K endlich ist.
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Bestimmen Sie ein Polynom f € F5[X] mit f(0) = f(1) = f(4) =1 und f(2) = f(3) = 3.

Wenn die Elemente von £(F,) als Potenzen eines fixen primitiven Elements b € Fy dargestellt
werden, dann wird die Addition in F,; durch die Einfithrung des Jacobi-Logarithmus L(n)
erleichtert, der durch die Gleichung 1 + b" = b%(™) definiert wird, wobei der Fall " = —1
ausgeschlossen wird.

a) Zeigen Sie, dass dann + 0" = —" gilt, wannimmer efiniert 1ist.
Zeigen Sie, dass dann b™ 4 b" = pHL(m=n) gi] i L definiert i
(b) Erstellen Sie eine Tabelle des Jacobi-Logarithmus fiir Fg.

(c¢) Dasselbe fiir Fq7.

Sei [Fy ein endlicher Korper der Charakteristik p. Zeigen Sie, dass es fiir jedes Element von
F, genau eine p-te Wurzel in F, gibt.

Sei Fy ein endlicher Kérper mit ungeradem g. Zeigen Sie, dass ein Element a € £(FF,) genau
dann eine Quadratwurzel in F, besitzt, wenn a(4=1/2 = 1.

Sei I, ein endlicher Koérper, k € N und a € £(Fy). Zeigen Sie, dass a genau dann die k-te
Potenz eines Elements aus F, ist, wenn q@=D/d =1, wobei d = geT(q—1,k).

Zeigen Sie: Jedes Element von F, ist eine k-te Potenz eines Elements von F, genau dann,
wenn ggT(q —1,k) = 1.

Sei a € F, und n € N. Zeigen Sie, dass das Polynom X" — X +na in F,[X] durch X9~ X +a
teilbar ist.

Finden Sie eine normale Basis folgender Korper:

(a) Fy7,
(b) Fo,
(c) Fs.
Stellen Sie jeweils 1 durch die jeweilige Basis dar.

Bestimmen Sie

(a) die primitiven 4-ten Einheitswurzeln in Fy,
(b) die primitiven 8-ten Einheitswurzeln in Fy,

(c) die primitiven 9-ten Einheitswurzeln in Fig.

Sei ¢ eine n-te Einheitswurzel iiber einem Kérper K. Zeigen Sie, dass 1+(+(2+---+("7 ! =
n[¢ = 1] (Iverson-Notation).

Sei K ein Korper und n eine ungerade natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass K (") = K (),

Sei p eine Primzahl und n € N. Zeigen Sie, dass n ein Teiler von ¢(p™ — 1) ist.
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24. Die Mobiussche p-Funktion p: N — {0, £1} ist folgendermafien definiert:

(n) {(1)’”, falls n = py ... p, fiir r > 0 paarweise verschiedene Primzahlen p;,
un) =
0, sonst.

Zeigen Sie fiir n € N:

Z w(d) = [n=1] (Iverson-Notation).

25. Zeigen Sie die Mébiussche Umkehrformel: Seien f: N — C und F' : N — C zwei Funktionen

mit
=> f(d), neN

d|n

n) :Zu<%)F(d), neN
dln

Zeigen Sie, dass dann

gilt.
26. Beweisen Sie: n
= dz; I (E) d, n € N.
Hier ist ¢ die Eulersche und @ die Mobiussche Funktion.

27. Sei r eine Primzahl und k& € N. Zeigen Sie OlgEl de Formel fiir das Kreisteil 1
G ellungspolynoim
Grk (I) =1+ z" o + $27' ot . x('r‘— )7"”' 1.

28. Sei K ein Korper und n > 2. Zeigen Sie, dass das Polynom
o I |
nur dann iiber K irreduzibel sein kann, wenn n eine Primzahl ist.

29. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften von Kreisteilungspolynomen:

(a) Gmp(X) = G (XP) /G (X) fir eine Primzahl p und m € N mit p{ m.

(b) Gmp(X) = G (XP) fiir alle m € N, die durch die Primzahl p teilbar sind.
(¢) Gpr(X) = Gmp(kail) fiir eine Primzahl p und beliebige m, k € N,

(d) Ga2n(X) = Gnp(—X) fir n > 3 und ungerades n,

(e) Gn(0) =1 fiir n > 2,

(f) Gu(X X% =G, (X) fiilr n > 2, wobei ¢ die Eulersche Funktion ist,
(&)

0, wennn=1,
G,(1) = ¢ p, wenn n eine Potenz der Primzahl p ist,

1, wenn n zumindest zwei verschiedene Primfaktoren hat.
30. Bestimmen Sie die Ordnung des Polynoms (X2 + X + 1)%(X3 + X + 1) iiber F.
31. Bestimmen Sie die Ordnung des Polynoms X’ — X6 + X4 — X2 4 X iiber F3.
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Sei f € Fy[X] ein Polynom vom Grad m > 1 mit f(0) # 0, das in seinem Zerfallungskorper
iiber F, lauter einfache Nullstellen o, ..., oy, besitze. Zeigen Sie, dass die Ordnung von f
die kleinste positive ganze Zahl e mit af =1 fiir alle 1 < ¢ < m ist.

Zeigen Sie, dass ord(G,,) = n fur alle n gilt, fir die das Kreisteilungspolynom G,, € F,[X]
definiert ist.

Sei f irreduzibel iiber F, mit f(0) # 0. Zeigen Sie, dass ord(f) = e fiir zu ¢ teilerfremde e
genau dann gilt, wenn f das Kreisteilungspolynom G, teilt.

Sei f € Fy[X] ein Polynom vom Grad m > 1 mit f(0) # 0, das in seinem Zerfallungskorper
iiber Fy lauter einfache Nullstellen v, ..., o, besitze. Wie hingen die Ordnungen von 1o
und von f zusammen (b € N)?

Sei f € F,[X] ein nicht-konstantes Polynom mit f(0) # 0. Zeigen Sie, dass ord(f(z?)) =
pord(f(x)) gilt, wobei ¢ = p".

Sei f € F4[X] ein normiertes Polynom vom Grad m > 1. Zeigen Sie, dass f genau dann
primitiv iber F, ist, wenn f ein irreduzibler Faktor des Kreisteilungspolynoms G4 € F,[X]
fir d = ¢™ — 1 ist.

Bestimmen Sie die Anzahl der primitiven Polynome tiber F,[X] vom Grad m.

Zeigen Sie, dass es hochstens (¢ — g)/n irreduzible Polynome vom Grad n iiber F, gibt.

Zeigen Sie weiters, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn n eine Primzahl ist.

Zeigen Sie, dass die Kreisteilungspolynome G19 und Ga7 denselben Grad haben und beide
tuber Fs irreduzibel sind.

Faktorisieren Sie X32 — X iiber Fy in irreduzible Faktoren.
Faktorisieren Sie das Polynom
X34+2X32+2X30+2X29+2X28+2X27+2X25+X23+X21 +X20+X19
+ X8 pox0 4 X1 X124 X1 X104 X9 4 X7 2X5 4 2X3 42X 22X 42
iiber

(a) F3a
(b) F.

Sei Fy = Fa(a) fiir ein passendes a. Faktorisieren Sie X° 4+ aX* + X? + (1 + o)X + «a iiber
Fy.

Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen normierten irreduziblen Faktoren von z* + 1
iiber F, fiir alle ungeraden Primzahlen p.


http://www.opt.math.tugraz.at/%7Echeub/lv/FFC/Uebungsblaetter/bsp42.math
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Der dreifache Paritatscheckcode werde um ein Paritétscheckbit erweitert, d.h., das Wort abc
werde durch abcxyzp codiert, wobei

a+b+z=a+ct+y=bt+c+rz=a+b+c+ax+y+z+p=0.

Was sind die Parameter (Blockldnge, Dimension, Minimaldistanz) dieses Codes?

Der ternére (also iiber Fg = {0, +1, —1}) (8, 7)-Checkcode entsteht durch das Anhéngen eines
Priiftrits (i.e., einer ternédren Ziffer) zu jedem Block der Lénge sieben, wobei die Summe der
Trits 0 wird. Zeigen Sie, dass dieser Code alle ein-trit Fehler und manche zwei-trit Fehler
erkennt.

Der Binéircode C habe Priifmatrix (in Standardform, d.h., die letzten Spalten sind eine Ein-
heitsmatrix) M¢. Der terndre Code D habe dieselbe Priifmatrix. Wie ist der Zusammenhang
zwischen den Codewortern von C' und D? Zeigen Sie, dass C und D dieselbe Dimension ha-
ben. Zeigen Sie: wenn C' Minimaldistanz > 3 hat, dann hat D ebenfalls Minimaldistanz
> 3.

Binére 16-Bit-Worter seien zu codieren. Wie viele Check-Bits miissen hinzugefiigt werden,
um einen ein-bit-korrigierenden Code zu erhalten? Geben Sie die Generatormatrix eines
solchen Codes an.

Seien C' und D lineare Codes der Blocklinge n, wobei C' die Dimension m und D die
Dimension ¢ habe. Der Code C' habe Minimaldistanz d und D habe Minimaldistanz 2d.
Zeigen Sie, dass der Code X, der aus allen Wortern der Form (u,u + v) mit v € C und
v € D besteht, ein linearer Code der Blocklinge 2n, Dimension m + ¢ und Minimaldistanz
2d ist.

Sei D ein linearer (8,5)-Code, wobei die folgenden Paritétschecks einem Wort abede angefiigt
werden: t =a+b+e, y=a+b+c+dund z = b+ d+ e. Geben Sie eine Tabelle der ,Coset
leaders® fiir alle Syndrome (i.e. M -z fiir die Priifmatrix M und = € F§) an. Geben Sie zwei
Fehlermuster vom Gewicht 1 an, die dasselbe Syndrom haben. Konstruieren Sie einen binéren
(9,5)-Code, der ein-Bit-Fehler korrigieren kann, indem Sie ein weiteres Priifbit anhéngen.

Schreiben Sie ein Programm, das einen Text aus den Buchstaben ,a“ — 7z | A“ — 7% 0%
—9% ¢ L Ly W codiert, sodass ein-Bit-Fehler korrigiert werden kénnen. Schreiben Sie
weiters einen Fehlerprozessor und einen Decodierer.

Zeigen Sie, dass ein terndrer Code genau dann alle ein-Trit-Fehler korrigieren kann, wenn
keine zwei Spalten der Priifmatrix Summe oder Differenz 0 haben.

Benutzen Beispiel B2 um einen ternidren Hammingcode Hammings (k) mit Prifmatrix Hj
zu konstruieren, wobei die Spalten von Hs alle von Null verschiedenen terniren Vekto-
ren bestehen, deren erster von Null verschiedener Eintrag gleich +1 ist. Bestimmen Sie die
Blocklénge und den Dimension des Codes und zeigen Sie, dass er perfekt ist.

Beispiel B3l fiir beliebigen Grundkérper F,.
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Geben Sie das kleinste n an, sodass das Polynom
X0+ X8+ X+ X+ X2+ X +1

einen zyklischen Binércode der Blocklédnge n erzeugt. Geben Sie das zugehorige Priifpolynom
an. Codieren Sie damit systematisch das Codewort 11000. Worum handelt es sich bei diesem
n?

Geben Sie ein Generatorpolynom fiir

(a) BCH(4,3)
(b) BCH(5,4)

iiber Fy an.

(a) Zeigen Sie, dass der Korper Fou ein Element § der Ordnung 23 besitzt.

(b) Sei g das Minimalpolynom von 3 iiber Fy. Fiir welche ganzen Zahlen k ist 3* eine
Nullstelle von g7

(c) Geben Sie das Minimalpolynom von 8 und von 3! an.

(d) Setze

Mg = (") 1<j<a -
0<k<22

Zeigen Sie, dass C := {c € F3*> | Mgc = 0} ein polynomialer Code ist, geben sie sein
Generatorpolynom, seine Blocklinge und seine Dimension an.

(e) Geben Sie die Minimaldistanz von C' an.
(f) Ist C ein perfekter Code?
Ein Wort werde BCH(4, 3)-codiert iibertragen. Empfangen wird das Wort 10101 11011 11110.

Benuzten Sie den Euklidischen Fehlerprozessor, um das Wort zu korrigieren, und decodieren
Sie das Ergebnis.

Sei P=5" >0 a; X7 eine formale Potenzreihe iiber dem Kérper K. Falls g und f Polynome
aus K[X] mit deg f < m und deg g < n sind, sodass

g(X)P(X) = f(z) (mod X™F"H),
so heilt die rationale Funktion f/g eine Padé-Approximation von P der Ordnung (m, n).

(a) Zeigen Sie, dass fiir gegebene m und n genau eine Padé-Approximation der Ordnung
(m,n) gibt und das Zahler und Nenner bis auf Multiplikation mit einer Konstanten
eindeutig bestimmt sind.

(b) Wie kann man Padé-Approximationen mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmen?



