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37. Vandermonde-Determinante. Sei R ein faktorieller Ring, X1, . . . , Xn Unbestimmte über R.
Beweisen Sie ohne Induktion:
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Hinweis. Polynom, Nullstellen, Grade, 1 einfacher Koeffizientenvergleich.

38. Sei L eine algebraische Körpererweiterung von K und α, β ∈ L zwei Elemente, deren Grade
n bzw. m über K teilerfremd seien. Man beweise: [K(α, β) : K] = mn.

39. Sei K ein Körper und α ein Element, das eine Körpererweiterung von K von Grad 5 erzeugt.
Man beweise, dass α2 dieselbe Erweiterung erzeugt.

40. Man zerlege X9 −X und X27 −X über F3 in irreduzible Faktoren.

41. Bestimmen Sie ein Polynom p(X) ∈ F2[X ], sodass F32
∼= F2[X ]/(p(X)), und ein primitives

Element dieses Körpers.

42. Sei F/K eine Körpererweiterung und f ∈ K[x], dann bildet ein ψ ∈ AutK(F ) Wurzeln von
f wiederum auf Wurzeln ab. Dabei ist

AutK(F ) := {ψ : F → F Automorphismus mit ψ|K = idK}.

43. Sei K ein Körper, k ∈ N, ℓ ∈ N0. Zeigen Sie, dass Xk −X das Polynom Xkℓ −X in K[X ]
teilt.

44. Sei K ein Körper, n ∈ N mit χ(K) ∤ n, En(K) die Menge der n-ten Einheitswurzeln. Das
Polynom Xn − 1 zerfalle in K[X ] in Linearfaktoren. Zeigen Sie, dass dann

∑

ζ∈En(K)

ζ =

{

1, wenn n = 1,

0, sonst

gilt.

45. Zeigen Sie, dass Q := {z ∈ C : z algebraisch über Q} ein algebraisch abgeschlossener Körper
ist. (Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes über K algebraische Element
bereits ein Element von K ist.)

46. Zeigen Sie: Wenn es modulo m eine Primitivwurzel gibt, so gibt es ϕ(ϕ(m)) Primitivwurzeln
modulo m.

47. Geben Sie eine explizite Formel für cos(2π/5) an.

48. Es sei f ∈ Z[X ] normiert mit Nullstellen α1, . . . , αn ∈ C, sodass α1 > 1 und 0 < |α2|, . . . , |αn| <
1. Dann ist f irreduzibel über Q. (In diesem Fall nennt man α1 eine Pisot-Zahl.)


