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11. Geben Sie alle Einheiten, Nullteiler, irreduziblen Elemente und Primelemente von Z/6Z an.
Was fallt auf?

12. Sei D € Z, D kein Quadrat. Betrachte die Abbildung (,Norm*)
N:Q[VD] - Q:a+bVD s a® — Db

(a) Zeigen Sie, dass N mit der Multiplikation vertréglich (d.h. ein Monoidhomomorphis-

mus) ist, d.h.,

va, 8 € QYD) : N(a-f) = N(a)N(B),

der N(Z[V/D]) C Z erfiillt.

Wie verhilt sich N zu einer bekannten Funktion (welcher?) von C nach R, falls D < 07
(b) Seien «, § € Z[v/D]. Zeigen Sie, dass N(a) | N(f), falls o | 5.
(¢) Sei a € Z[v/D). Zeigen Sie, dass o genau dann eine Einheit ist, wenn N(a) € {£1}.

13. Sei R = Z[/10]. Zeigen Sie:

(a) 2, 3,44 /10 und 4 — +/10 sind irreduzibel.

(b) 2,3, 4+ +10 und 4 — /10 sind nicht prim.

(¢) R ist kein faktorieller Ring; zeigen Sie insbesondere, dass 6 zwei wesentlich verschiedene
Zerlegungen in irreduzible Elemente besitzt.

14. Sei R ein Ring, a € R, und A, B, C Teilmengen von R. Dann gilt

(a) A+ (B+C)=(A+B)+C

(b) A(BC) = (AB)C

(¢c) A Rund B<R,dann gilt A+ B<R

(d) wenn A< R und B <R, dann auch A+ B<Rund AB<R

e) wenn A 4 R und R ein Einselement hat, dann gilt RA= AR = A
)

f) B bzgl. + abgeschlossen = aB ={a-b|be€ B} und Ba={b-a|b e B} sind
bzgl. 4+ abgeschlossen.

(g) A<Rund B<R, dann gilt ANB < A.

(
(

Hier werden die iiblichen Definitionen fiir Komplexprodukte

M+N={m+n|meMnec N},
M-N={mn+...+mn, |r€Ny,m; € M,n; € N}

verwendet.
15. Seien R ein kommutativer Ring und I, J Ideale von R. Dann gilt IJ C 1N J.

16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M <1 R. M ist genau dann maximal, wenn es fiir alle
r € R\ M ein s € R gibt, sodass 1 —rs € M.

17. Sei K ein Korper, dann hat M, (K), der Ring der n x n Matrizen iiber K, keine Ideale aufser
{0} und M, (K).
(Hinweis: Multiplikation von A € M, (K) (nicht die Null-Matrix) mit E;; von links und

Ej; von rechts, wobei E;; die Matrix mit der Eintragung 1 an der Stelle (¢,5) und 0 sonst
bezeichnet).



