Algebra WS 2008,/2009 1. Ubungsblatt

Konvention. In Aufgabenstellungen getétigte Aussagen sind jeweils zu beweisen, auch wenn kein
explizites ,Zeigen Sie, dass ...“ dabeisteht.

1. Sei (R,+,") ein Ring, a1, ...an, b1,...by € R, dann gilt

1<i<n
1<i<m

2. Sei R ein Ring; a # 0 heifte Links-Nullteiler, wenn 3b € R mit b # 0 und a - b = 0. Dann ist
fiir @ € R ist dquivalent:

(a) a ist links kiirzbar (d. h. Vb,c€ R:a-b=a-c—b=c).
(b) a ist kein Links-Nullteiler.
(¢) Lyt R— R, Lo(z) = a - x ist injektiv.

Aufserdem ist (in einem Ring mit Eins) jede Linkseinheit (a heifit Linkseinheit, wenn es ein
b€ R mit a-b=1g gibt) links kiirzbar.

3. Sei (R, +, -) ein Ring, N; die Menge der Links-Nullteiler, N, die Menge der Rechts-Nullteiler
und N = N; U N,. die Menge der Nullteiler in R. Zeigen Sie

(b) R\ N,, R\ N; und R\ N sind bzgl. - abgeschlossen.
(c) reR,a€ N, = a-r€N,,
(d) reR,ae Ny = r-acN,.

4. Bestimmen Sie alle Einheiten des Rings Z[v/'D] := {a + bv/D : a,b € Z} fiir

(a) D<O0
(b) D=3.
Hinweis. 2+ /3.
5. Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Ein @ € R heifit idempotent, wenn a? = a.

Zeigen Sie, dass
(a) a idempotent = Vn € N: a™ = a.
(b

) a idempotent und a # 1 = a Nullteiler.
(¢) a, b idempotent = ab idempotent.
)

(d) @ idempotent = 1g — a idempotent.

6. Sei (R,+,-) ein Ring, Nil(R) = {a € R | 3n € N : o = 0} die Menge der nilpotenten
Elemente von R. Wenn R kommutativ ist, dann ist Nil(R) ein Ideal von R.

7. Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, E(R) die Menge der invertierbaren Elemente
(Einheiten) von R, und a, b € R. Dann gilt:

(a) a € E(R), beNil(R) = a—1b, a+be E(R)
(b) 1z —be Nil(R) = be E(R).

8. Sei I, A € A eine Familie von Idealen, fiir die
VA, weA: Iy C1, oder I, C I,

gilt, dann ist

UAﬁR
AEA



